This is a reproduction of a library book that was digitized 
by Google as part of an ongoing effort to preserve the 
Information in books and make it universally accessible. 

Google" books 

http://books.google.com 





Google 


Über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 


Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 


+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 


Über Google Buchsuche 


Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 




LIBRARV 


Universität öf California 


l^eceixe i 
Jiressions No , 























Digitized by LjOoq Le 



Digitized by LjOoq Le 


Abel’sche Integrale 

auf 

singularitätenfreien, einfach überdeckten, vollständigen 
Schnittcurven eines beliebig ausgedehnten Baumes. 

-S-*-*- 

Inaugural-IDissertatioii 

zur 

Erlangung der Doctorwttrde 

der 

hohen philosophischen Facultiit der Georg- August-Universität zu Göttingen 

vorgelegt von 

Henry S. White 

aus Cazeuovia. 


Separat-Abdruck aus: Nova Acta der Kaiserl. Leop.-Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher, ßd. LV1I. 



Druck Ton E. Blochmann Sohn in Dresden. 


Digitized by AjOoq le 



Digitized by LjOoq Le 



Inhaltsverzeichniss. 


Einleitung 5 

Kapitel I. Die Formen x ¥ und V auf elementaren ebenen Curven . . . .11 

§ 1. Die Construction des X F nach Pick 

§ 2. Von dem Ausdruck Alg. {x 9 y; t 9 V 9 . . . t 1J ) und der Form X überhaupt 
§ 3. Wirkliche Construction des A' ;•.... 

Kapitel II. Elementare Curven des w- dimensionalen Raumes sind kanonisch. 
Von dem vollen Formensysteme auf einer elementaren Curve .... 25 
§ 4. Die vorläufige Fragestellung. Drei sich darauf beziehende Sätze 
§ 5. Elementare Curven sind kanonische Curven. Das Differential (lio 
§ 6. Die zur elementaren Curve gehörigen q> können als rationale 
ganze homogene Functionen der Coordinaten definirt werden 
§ 7. Von der Darstellung algebraischer Formen beliebiger Ordnung auf 
elementaren Curven; die z l9 z i9 . . . z n + j bilden ein zugehöriges 
volles Formensystem 

Kapitel III. Ueber die invariantentheroretische Normirung der Form *F auf 

elementaren Curven, speciell im dreidimensionalen Raume 41- 

§ 8. Präcisirung der Fragestellung 

§ 9. Vorbereitungen zur Berechnung des x ¥ auf einer elementaren 

Curve im jR 3 

§ 10. Wirkliche Berechnung des x ¥ auf der elementaren Curve des R s 
§ 11. Von der Noth wendigkeit der beiden bei Berechnung des x ¥ 

gemachten Hilfsannahmen 

§ 12. Die Form x ¥ auf elementaren Curven im vierdimensionalen, bez. 

in höherem Raume 

6 * 


Seite 

-10 

-24 

11 

15 

18 


•40 

25 

30 

33 


36 


62 

4t 

43 

46 

53 

60 


Digitized by Google 



44 Henry S. White, (p. 4) 

Kapitel IV. Die Darstellung der Form .V auf elementaren Curven eines beliebig 

ausgedehnten Raumes 63 

§ 13. Allgemeines über die Form Y 

§ 14. Die Form X auf elementaren Curven vom Geschlechte |>=1, 

nämlich der ebenen (\ und der (\ des B A 

§ 15. Die Form X auf der ebenen C A vom Geschlechte p 3, in 
allgemeiner typischer Gestalt. Selbstständige Bestimmung der 

Constanten 

§ 16. Die Form Y auf der ebenen C m ohne singulären Punkt. Be- 
stimmung der Constanten derselben 

§ 17. Wirkliche Aufstellung der Form X" auf einer elementaren Curve 
im dreidimensionalen Raume 


Seite 

-88 

63 

66 

74 

78 

83 


Digitized by YiOOQle 



sibel'schc Integrale, (p. 5) 


45 


Einleitung. 


Die folgenden Entwickelungen werden sieh unmittelbar an eine Ab- 
handlung des Herrn F. Klein im Bd. XXXVI der Math. Annalen: Zur 
Theorie der Abel’schen Functionen anschliessen. Des Näheren sind 
es die Paragraphen 3, 6, 7, 8, 9 derselben, deren allgemeine Angaben an 
einer besonderen Klasse algebraischer Gebilde präcisirt und weiter ausgefiihrt 
werden sollen. Indem ich eine ganz specialisirte Aufgabe in Angriff nehme, 
die wirkliche Aufstellung zweier algebraischer Formen, deren allgemeine 
Eigenschaften schon bekannt sind, so darf ich, was den Zusammenhang der- 
selben mit der allgemeinen Theorie anbetrifft, kurzweg auf die genannte Ab- 
handlung verweisen. Fernerhin werde ich mir oft erlauben, dieselbe als 
(Kl. A. F.) zu citiren. 

Eines der wichtigsten Ergebnisse der Untersuchungen des Herrn Klein 
bildet der Beweis, dass sich jedes algebraische Gebilde auf irgend eine Curve 
von der besonderen Art eindeutig beziehen lässt, die er unter die Benennung 
kanonische Curven begreift. Für das Studium des algebraischen Gebildes 
bietet eine kanonische Curve den Vortheil, dass ein darauf bezogener, nirgendwo 
Null oder unendlich werdender Differentialausdruck, die der Curve zugehörige 
Differential form du immer mit gegeben ist. Durch die Existenz des d«j erhält 
ein Integral dritter Gattung eine Darstellung als Doppelintegral eines 
algebraischen Ausdruckes: 


( 1 ) 


y n 


,0k Ei««'» 


M f O S 
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wo die u, r beliebige Grössen, die z lt e t ,...z n und homogene 

Coordinaten der beiden veränderlichen Curvenpunkte z, t sind. 1 ) *f ist dann 
eine algebraische Form auf der Curve, die nur zum Theil bestimmt ist. Die 
Zahl der in bez. in >f enthaltenen willkürlichen Constanten ist aus der 

Formel ersichtlich: 


p v 


P xy - P xy 4 - SSt e.. 

fl u 1 i i 

■t 


xy £>; 
tv. J • tVj 
t k 


-//*• 

y v 


z C 


V 

uv —uv y 

Z Qi, 


.(*) 


+ f 


Der Integrand, oder auch die Form ! F, enthält hiernach p' willkürliche 
Constanten c f unter p das Geschlecht der kanonischen Curve verstanden. 

Es entsteht nun das Problem der Normirung der so definirten Integrale 
dritter Gattung. Nach den Erläuterungen, welche Herr Klein giebt (A. F. 
§§ 6, 26), wird man dieses Problem dem heutigen Standpunkte entsprechend 
so fassen, dass man verlangt, >F an der im B n _i gelegenen Curve womöglich 
als rationale Covariante zu definiren. 

Durchgeführt ist dies bisher nur in zwei Fällen (vergl.'Kl. A. F. § 6): 
1) bei denjenigen Gebilden, die sich analytisch darstellen, indem man 
das binäre Gebiet z l z. zu Grunde legt und 


Vf (z. z,) 

mv K 1 s/ 


adjungirt (den binomischen Gebilden, wie Herr Pick sie nennt). Hierher 
gehören vor allen die hyperelliptischen Gebilde, für welche Herr Klein 
(Math. Ann. Bd. XXVII und Bd. XXXII 1886, 1888) das Normal-'F in 
folgender Form gab: 

(2) 2 . l F(z, £) = Vm . Vf (Q + «f +1 . \ 

wo Vf(z) = j/ + 2 die adjungirte Irrationalität bedeutet. 2 ) Den allgemeineren 

Fall »»>2 behandelte sodann Herr Pick (Sitzungsberichte d. kais. Akad. d. 
Wissenschaften in Wien, 1886, Abth. II, S. 367 flg.) und fand: 


i) Kl. A. F. (61). 

*) Math. Ann. Bd. XXXII, S. 365. 
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m M m 

( 3 ) m . V(e, 0 = {VFiz) . Vi'QT + < ( } a {VFQ m ~ 2 

8 S> 

m mi m 

{m 2) 2 (^ V)) . + ... + a v a* ^~ l) . (l YfW ~ * 5 

* * * V 

Ml 

”* _ / 

wo K’i'Xzj — 1/ *’ die adjungirte Irrationalität bedeutet; 

2) bei den ebenen Curven: f{x iy x„x 3 ) = o ohne Doppelpunkt. Wir 
werden auf das Resultat, welches Herr Pick hier giebt, sofort ausführlich 
zurückkommen. Uebrigens ist es keineswegs schwer, dasselbe auf die all- 
gemeineren Gebilde auszudehnen, welche entstehen, indem man 

Ml 

V F (x.,x„ur,) 

mv 1 ** 

neben der Gleichung: 

f{x lt x\,x t ) = 0 

als adjungirt denkt; ich werde darüber weiter unten noch eine Angabe machen. 

Es entsteht daher die Aufgabe, das Gleiche für weitere Klassen 
kanonischer Curven zu leisten. Ich habe also diejenigen Curven ins Auge 
gefasst, welche im dreidimensionalen Raume (R t ) die singularitätenfreien, voll- 
ständigen Schnitte zweier algebraischer Flächen: 

/>»,(•* i» •*"«) == 0» /m, — ® 

sind; sowie auch diejenigen singularitätenfreien Curven im Jt 4 , welche je den 
vollständigen Ort eines drei Gleichungen: 

fm l ( x i»’*'»» • • • *») = ®> i • • • x i) = ®» fm 3 ( x i • • • *») = ® 

genügenden Punktes ausmachen; und so weiter fort. Ich denke mir diese 

Curven des Weiteren nur einfach überdeckt, obgleich es auch hier keine Mühe 

machen würde, auch solche algebraischen Gebilde in Betracht zu ziehen, die 

m m 

sich unter Adjunction einer Wurzel VF mv (x t ...x t ) resp. YF m v {x l ...x & ) etc. 
als mehrfache Ueberdeckungen einer solchen Curve darstellen würden. Die 
so definirten Curven will ich weiterhin, ohne damit einen neuen Terminus ein- 
führen zu wollen, elementare Curven nennen. 

Hinsichtlich der zu solchen elementaren Curven gehörigen Formen *p 
bin ich nun zu folgendem Resultate gelangt: Ist die Curve im R n _ 1 durch 
die (n — 2) Gleichungen: 


Digitized by LjOoq Le 



48 


Henry S. White, (p. 8) 

fx (*.••• *„) = 0, f, (a', • • • x H ) = 0, . . . , 4_ 2 (a\ = 0 


definirt, so darf ich f t , ... f n _ 2 als Grundformen bezeichnen. Dann ist 
es möglich, eine Form »p zu finden, welche eine simultane, ganze Covariante 
der Grundformen ist. Es giebt auf der einzelnen Curve zwar unzählig viele 
solcher 'P; doch ist es leicht anzugeben, wie die Differenz irgend zweier der- 
selben beschaffen sein muss, und der allen gemeinsame Bestandteil lässt sich 
eindeutig bestimmen. Dieses ist das erste in gegenwärtiger Arbeit abzuleitende 
Resultat. *) 

Des Weiteren habe ich mich mit folgender Aufgabe beschäftigt: Sind 
irgend p linear unabhängige Integrale u\, w... . . . up erster Gattung und ein 

beliebiges Integral dritter Gattung auf einer elementaren Curve in der Form: 


\ y = J <r l (*) ■ w 7 = J v,® • (ho z’ ■ • ■ n p V =j Vp&^'V’ 

y y y 

v 

gegeben 2 ), dann hat man in folgender Determinante eine algebraische Function 
von x und y. 


( 4 ) 


z *y 

K y •• 

7 xy 
• • A t (P) 

9>i(0 

v,(n ■ ■ ■ 

■ . cp ^ 

<*>,( 0 

<p,(.n • • 

• . cp ,{t p ) 



<P/) 

9 p <n • • • 

• • 


= Alg. (*,y; f*), ») 


*) Herr Pick hat neuerdings den ganz speciellen Fall der „elementaren“ C\ im i? 3 
behandelt (lieber Baumcurven vierter Ordnung erster Art und die zugehörigen elliptischen 
Functionen, Wiener Bericht vom 9. März 1889), erreicht dort aber ein insofern vollständigeres 
Besultat, als dasselbe durch die Eigenschaft, combinant zu sein, völlig festgelegt wird. 
Hierüber siehe Ausführlicheres im Texte, § 11. 

*) Kl. A. F. (10) u. (11). 
s ) Kl. A. F. (19). 
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wo t, t', V , . . . tP (p+l) beliebige Punkte der Curve sind. Als Function von x 
(bez. y) wird diese Function an jeder der (p-j-l) Stellen i einfach algebraisch 
unendlich, bleibt aber sonst überall endlich. Es ist daher 


(5) 


A'(x,y; t, t',... t p , (Mt)) = ^j(VV~ . (w y «V«,) j Alg.(ar,y; t,t', ...t?) >) 


eine überall endlich bleibende, homogene Function (p+l)*“ 1 Grades in x bez. y. 
Diese Function A’ bezeichne ich als die Reductionsform A'. Ich habe mir 
die Aufgabe gestellt, die bisher noch nicht im Zusammenhänge bearbeitet 
wurde, diese Reductionsform x in allen den Fällen zu bilden, in denen nun- 
mehr das l F bekannt ist. Bei den hyperelliptischen Gebilden hat Herr Klein 
die Formel gelegentlich mitgetheilt und ich werde mich darauf beschränken, 
hierauf in einer Note hinzuweisen. Für die binomischen Gebilde wird Herr 
Stud. Osgood in Erlangen demnächst sein Resultat bekannt machen. So 
bleibt denn als Aufgabe des zweiten Theiles dieser Arbeit: Construction 
des a für elementare Curven, einschliesslich ebene Curven. Als 
Resultat stellt es sich heraus, dass die Form A' eine rationale, ganze 
Covariante der Grundformen der Curve ist, für deren Aufbau ich einen 
bestimmten Algorithmus andeute. 

Die wirkliche Construction des Ausdruckes Alg. ( x , y; t, t\ . . . t?) erscheint 
um so wichtiger, als diese Form, oder doch ein mit ihr gleichwerthiger Aus- 
druck, bekanntlich als Ausgangspunkt für die algebraische Normirung des 
Integrals dritter Gattung in den Vorlesungen von Weierstrass dient 2 ) Für die 
elementaren ebenen Curven ist übrigens ein mit diesem x sehr nahe ver- 
wandter Ausdruck I2 xy (t) von Clebsch und Gordan 3 ) bei Gelegenheit einer 
ersten Normirung des Integrals dritter Gattung gebildet worden, worüber ich 
bald ausführlicher zu berichten habe. 


l ) F. Klein: Zur Theorie d. A. F., Gotting. Nachrichten, 1889, S. 184. 

*) Mir sind diese Vorlesungen durch eine aus den Jahren 1875 — 1876 stammende 
Ausarbeitung zugänglich, die auf dem Lesezimmer des mathematisch-physikalischen Seminars 
dahier aufgestellt ist. Vergl. übrigens auch die Entwickelungen, welche Herr Nöther in 
den Sitzungsberichten der physikalisch-medicinischen Societät zu Erlangen 1883 — 1884, pag. 18 
bis 28 und 84 bis 96 giebt. 

3 ) Theorie der Abel’schen Functionen, 1866, § 6. 

Nova Acta LVIL Nr. 2. 1 
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Da es sich dem hiermit Gesagten zufolge in der folgenden Darstellung 
nicht um eine theoretische Ableitung, sondern vielmehr um eine empirische 
Herstellung der Formen 'ff und x handeln soll, so wird es zweckmässig sein, 
in einem ersten Kapitel voranzustellen, wie bei den elementaren Curven der 
Ebene von Herrn Pick das v gebildet worden, und wie bei ihnen, von dem 
Verfahren Clebsch’s und Gordan’s etwas abweichend, das A zu bilden ist. 
In einem zweiten Kapitel soll dann der algebraische Charakter der elementaren 
Curven des R m näher erörtert werden, worauf das dritte und das vierte Kapitel 
dem engeren Gegenstände meiner Untersuchungen gewidmet sein sollen. 


Digitized by LjOoq Le 



Ahd'sche Integrale, (p. 11) 


51 


Kapitel I. 


Die Formen w und a auf elementaren ebenen Curven. 


$ 1. Die Construction des V nach Pick. 

Auf der elementaren ebenen Curve: 

= 0 

ist der Ausdruck fdr die zugehörige Differentialform bekanntlich folgender: 

(zdzh) v dz u dz v g) 


•(«) 


dio = 

z m — 1 

a, a 
h z 


(uva)a 


m — 1 


wo die Grössen A resp. die Grösseu (u. v k ) als die Coordinaten eines beliebigen 
Hilfspunktes aufzufassen sind. (Kl. A. F., S. 1 9). Dieses diü z ist vom Grade 
(— m+3) in den Coordinaten z und vom Grade (— i) in den Coefficienten der 
Grundform a™. Nach dem zuerst von Herrn Nöther streng bewiesenen 
„Fuudamentalsatze“ der ebenen algebraischen Curven müssen die sich auf der 
Curve überall regulär verhaltenden algebraischen Formen q>. erster Gattung, 
und insbesondere die Form ! F als rationale ganze Functionen der Coordinaten 
der betreffenden Curvenpunkte darstellbar sein, d. h. die </■>,(£),<£>,(*), . . . (p p (z) 
sind rationale ganze Functionen (m— 3)*®“ Grades der (z lt z„ z s ) und das in 
Formel (1) vorkommende l P(z, 1‘, (uv)) muss eine rationale ganze Function 
der (e t , z„ z a ) resp. (L\, c,), je (w~l)*« n Grades sein. Der besagte Satz 

ist damit die principielle Grundlage alles Weiteren. So viel diene zur 
Orientirung. (Cf. Kl. A. F., S. 19.) 

Dem Gesagten zufolge und in Uebereinstimmung mit Kl. A. F., S. 27 
ergeben sich drei Bedingungen, denen jede Form genügen muss. Dazu 
i* 
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kommt bei Herrn Pick eine vierte Bedingung, welche das Normal - ! F festlegt. 
Es sind dies die vier folgenden: 

1 ) Das ! P ist eine in den z, t, und h rationale ganze Form, 

in s vom Grade m— t, 

» £ » u m 

»? ^ „ „ 2 , 

in den Coefticienten der Grundform vom Grade 2; ob ! F in den- 
selben eine ganze oder gebrochene Form ist, bleibt dahingestellt. 

*P(z, £;h) 

2) Damit der Integrand vom Hilfepunkte h unabhängig sei, 

so muss jedes Werthsystem: h v A s , welches den Nenner zum 
Verschwinden bringt, auch im Zähler ein ebenso starkes Nullwerden 
hervorrufen; wohl beachtet, unter und vermöge der Voraussetzung, 
dass die beiden Punkte z,t auf der Curve liegen: 

m „ m 
a == 0 , a r — 0 . 

Z £ 

Anders gesagt: es muss ’F so beschaffen sein, dass für fest- 
gehaltene Punkte z , t, das System von drei Gleichungen: 

V(z,L,h) = 0; a m z = 0, «”* = 0, 

mit der einzelnen Gleichung: 

(zCh) 1 ~ 0 

äquivalent sein soll. In geometrischer Sprachweise lautet wohl 
diese Bedingung: Die Gleichung 

= 0 

soll in laufenden Coordinaten h die doppelt zählende Verbindungs- 
linie der Punkte z und C darstellen, insofern letztere Punkte auf der 
Grundcurve a m = 0 liegen. 

X 

In der Anwendung der hiermit formulirten Eigenschaft des *P zur 
Bestimmung der numerischen Constanten desselben liegt eine der merk- 
würdigsten Leistungen der Pick’schen Arbeit. Die darin enthaltene Methode 
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gestattet eine Ausdehnung auf elementare Curven im n - dimensionalen Raum, 
und erweist sich weiterhin (Kap. III und IV) als unentbehrlich. 

3) Beim Zusammenfallen der Curvenpunkte z und 'c soll V identisch 
den Werth: 

annehmen, vermöge o“ = o. . 

4) Das Normal- ! F soll auch in den Coefticieuten der Grundform rational 
und ganz sein, und die Invarianteneigenschaft besitzen. 1 ) 

Die Eigenschaft des V, durch Vertauschung von z und t nicht geändert 
zu werden, 

¥*<*,&*) = l P(C,z,h), 

ergiebt sich hinterher als eine Folge der übrigen Bedingungen; dieselbe soll 
aber, bei höheren Räumen, zur selbstständigen Bedingung erhoben werden. 

Der Aufbau der Normalform geschieht nun so, dass man auf Grund 
von 4) und 1) eine Form zusammenstellt, deren numerischen Constanten dann 
nach 3) und 2) bestimmt werden. Beachtet man nämlich die unter 1) an- 
gegebenen Dimensionen, so schliesst man nach bekannten Sätzen der 
Invariantentheorie, dass das V jedenfalls nichts anderes als eine bilineare Zu- 
sammensetzung der „Polaren“ der Grundform: <F = \F 


i m — »' — 1 , jk.m — k — 1 > * m — i — 2 — k 

a t a_o„ , b h b~b r * , b^b^ 


h z C 


h "z 


sein kann, wo natürlich i -|- k = m — 1 zu nehmen ist. Man wendet also auf 
die Form: 


. . . i t t/t — ~ t 1 , * m i 1 ,1 . n ti i t ttt t 2 j tu t X j i X 
A.a.aa , .bub b.-\- 2 B.a.a a r .b b , 

0 * h z c n Z t ' 0 t h z c 


zuächst die Bedingung 2) an und findet: 

A t A t . . . A m — | B 0 B t . . . Ii f n — 2 * 


i) Cf. Kl. A. F., S. «0, 28 und § 26. 
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Schliesslich liefert 3) das Kesultat: 

m * l A = m . A t = + 1 oder A„ = I 

O * ■ m 

so dass die endgültige Formel für das Normal- ‘P folgendermaassen lautet: 


t — 1 m — i , ,m— t ,i — l 


(7) m. V(ß 9 &h) = 2a h a)-'a~-\b h b”-'b' e 


2 m — ■ i jtn — t+1 ,t — 1 

— 2*a L a a .0 o „ , 


I W l* W 

Az C 


oder, wenn die h. durch die («, iO ersetzt werden: 

f Kl 


m. *F(z,C,(uv)) = (uva)(uvb) ,2*a ~ 1 a? ' .b m i b\ 1 

\ z * z * 


/ \* 1 1 * — 2 m — t ,m — i ,t — 2 

b z b i-f a z a ( - b z b 

Der Uebersichtlichkeit halber möchte ich schon bei dem R t das folgende 
Summationszeichen einführen : 


D 


= 


r + 1 ,r + 1 
a z b z 

“f b J 


a b 
z z 

a ( b c 


r — * * 1 » 1 ?—* 

= 2'a a r .b o„ 

n * C z t 


Dadurch ist folgender Ausdruck des *F möglich: 


D 


D 


(7a) uv)) = (uva)(uvb) .^(a g ,b ( ) — (uva)* .b g b { . (a^, b ( ) 


J9 f ' 

*) Will mau bei Adjunction einer Wurzel »«„*,) = j/ . v elementare 

ebene Curve m'fach überdeckt denken, so hat man zur Bildung des zugehörigen dco den 

mt z 

Nenner der Formel (6) mit ’ 1 j m 1 zu multipliciren ; zur Bildung des Normal- 

der Formel (7) oder (7a) blos den Factor: 

i!(K^r+< ( "'-'>v(j/«rr+---i 

hinzuzufügen. * 
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Dies ist die Formel, deren Analogon für höhere elementare Curven ich im 
Kap. III durch ein dem hier geschilderten sehr ähnliches Verfahren herzu- 
leiten habe. 


§ 2. Von dem Ausdruck Alg. <x ,y;t,v , . . . t p ) und der Form X überhaupt. 

Ich werde nun vor Allem die Rolle kurz skizziren, welche die Function 
Alg. (x,y; t, v, . . . t p ) in der Theorie der Integrale dritter Gattung spielen kann. 
Beispiele hierfür sind die genannten Vorlesungen von Weierstrass und die 
damit eng verwandten Entwickelungen Herrn Nöther’s in den Berichten der 
phys.-med. Soc. zu Erlangen, 1. c. Dividirt man die Function Alg. {x,y; t, f, . . . t p ) 
durch die Determinante der für gebildeten Formen <p t ,q>„...<p , so 

erhält man einen besonderen Integranden dritter Gattung der Variablen t: 


Alg. (x, yjt^r . . . t p ) 

ly, W?, (r),...® (f) 




* 

fd<o t .Sl xy {t) = ^Integral HI. GattungJ 


in 

xy 


Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt man sich leicht durch Be- 
trachtung der Formel (4). Wenn man neben Q x>y {t) auch £i t y (x) bildet und 
differentiirt das eine Mal nach dco x , das andere Mal nach dcj t , so erhält man 
zwei im Allgemeinen verschiedene algebraische Formen: 


dSl (; t ) 

dl!) 


dSl. (x) 

M(x,t), -M— = M(t,x), 


Die Differenz: M(x,t) — M{t,x) wird einfach algebraisch unendlich, wenn x 
oder t in irgend einen der Curvenpunkte t’, r, . . . t p hineinfällt. Man kann 
sich nun die Aufgabe stellen, diese Differenz in zwei in Bezug auf x und t 
resp. t und x gleichgeartete Theile zu spalten, so dass 


M{x,t)-M{t,x) = 

sein soll, wo das Unendlichwerden auf Functionen «f (*) bez. <F fc (0 geworfen 
ist. Gelingt diese Spaltung, so hat man in 
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. M(x,t)-^A.yp.(t)JF k (x) = G(x,t) 

einen Integranden dritter Gattung, welcher die Vertauschung von x und t, 
also die Umkehr der Reihenfolge der Integration in 

xi 

J/ (hü x ch ' J f G(x,t) 

y i 

gestattet. Hierzu ist nur noch zu bemerken, dass der so zum Theil normirte 
Integrand nicht ganz, sondern nur bis auf ein beliebiges additives Glied: 

' ■ ■ pi 

+ffc ik . fri (x). n (t) (c ik = c ki ) 

bestimmt ist. 

Die Function Alg. (x, y; t, t'. . . . t p ) dient aber auch einem anderen Zwecke, 
wie man ihn bei Kl. A. F., S. 9 angedeutet findet Sie vermittelt nämlich 
die Zurückfiihrung eines Integrals zweiter Gattung mit beliebigem Unstetigkeits- 
punkte auf p „Normalcombinationen“ solcher mit p festen Unstetigkeitspunkten. 
Mit Rücksicht auf eben diese Eigenschaft des Alg. (x,y;t,f, . . . t p ) habe ich 
in der Einleitung die an der Darstellung desselben betheiligte Form x als 
die „ Reductionsform “ bezeichnet. Diese Eigenschaft gilt uns hier als 
Definition der Function, unser Problem ist also nicht die Differentiation und 
zweckmässige Spaltung der Function Alg. (x,y; t ... t p ), sondern die Synthesis 
derselben aus den als bekannt vorausgesetzten Integralen Z*y und der Formen q>. 

Um den Ausdruck Alg. (x,y, t, t', . . . t p ) auf der elementaren Curve: 
f(x) — a™ = o der Ebene darzustellen, wird man zuerst einen geeigneten Nenner 
wählen, der nur folgender Bedingung zu genügen hat: 

Der Nenner muss in jedem Punkte Null werden, wo eines der (p-f-l) 
Z* f f unendlich wird , d. h. also, er muss bei x — x = f, ... x = t p , 
sowie bei y — t, y = t ', . . . y = t p verschwinden. 

Clebsch und Gordan haben das an der in der Einleitung citirten 
Stelle so gemacht, dass sie (xyt).(xyt ') . . . (xyt p ) in den Nenner setzten. Dies 
Verfahren ist für uns weniger zweckmässig, weil es keine gleichförmige Aus- 
dehnung auf mehr Variable gestattet. Das Richtige ist, dass wir uns hier, wie 
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früher bei der Bildung des Pick’schen % eines Hilfspunktes h bedienen. Im 
Raume von n Dimensionen werden («— i) Hilfspunkte als das Natürliche er- 
scheinen. Ich werde daher, in Uebereinstimmung mit einer Andeutung von 
Klein den in (5) gegebenen Ansatz wählen und setzen: 


( 8 ) 


Alg. (x,y; .«V- 


X(x,y,t,t', . . . t 1 > ;h) 

(xth) . ( ytli) .(xt'li) (yt P h) 


Es kommt jetzt Alles darauf an, dieses x zu bilden. 

Das A' ist nun eine algebraische Form, die, als Function einer 
beliebigen in ihr enthaltenen Veriabelnreihe betrachtet, an keiner Stelle der 
Curve unendlich wird. Dem Fundamentalsatze zufolge muss A' also 
eine rationale ganze Function einer jeden Variabeinreihe sein. 
Was die Abhängigkeit des A von den Coefiticienten der Grundform betrifft, so 

X 

zeigt Formel (5) (indem wir Z ry = / iUo s • 8e tzen), dass das- 

y 

selbe eine Covariante vom Grade Eins in den Coefiticienten ist. Es würde 
ferner einer leichten, aber ziemlich ausgedehnten Untersuchung bedürfen, um 
zu zeigen, dass X eine ganze Function der Curvencoeflficienten, also eine ganze 
Covariante ist. Des Weiteren muss x für x = y, resp. für t = t\ t” . . . t p je 
den Werth Null annehmen, und in sämmtlichen überflüssigen Nullpunkten des 
von uns gewählten Nenners auf der Curve verschwinden. Endlich hat X in 
den Unstetigkeitspunkten des Ausdruckes Alg. (x, y; t, t', . . . t*) je einen be- 
stimmten Werth anzunehmen. Es wird sich zunächst ergeben, dass diese 
Eigenschaften zur wirklichen Aufstellung des X ausreichen. 1 ) 


*) Die in der Einleitung erwähnte, von Herrn Klein mitgetheilte Formel für das A' 

im hyperelliptischen Fall ist folgende: Die adjungirte Irrationalität sei Vf{x) — }/f 

2 p -f" 2 

und es sei 


Alg. (x.y ;M\ • • • i P ) = 


X{x,y,t,t', . . . P) 

{*t) >xV) . . . (xt P ) . (y<) (yf) . . . {yt p ) 


Nova Acta LVII. Nr. 2. 


8 
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§ 3. Wirkliche Construction des X. 

Die von Clebsch uud Gordan abgeleitete Formel für Alg. (a,y; t, V, . . . t p ) - 
ist allerdings, wie wir schon bemerkten, für uns nicht brauchbar: die von ihneu 
gebrauchte Methode aber, nach Festsetzung eines Nenners den zugehörigen 
Zähler zu construiren, soll im Wesentlichen festgehalten werden. Die Methode 
ist die, dass man x vor allen Dingen in seiner Abhängigkeit von dem 
Punkte t betrachtet. X(0 ist eine rationale ganze Form (w— t) 4 *“ Grades in 
den Coordinaten des Punktes t. Man fragt, fiir welche Werthe des t die 
Form x verschwindet. Oder, in geometrischer Ausdrucksweise: Durch welche 
Punkte muss die Curve: ^ 

von ()» — i) ter Ordnung in laufenden Coordinaten t hindurchgehen ? Einige 

solche Punkte sind bei der Determinante (4) ersichtlich, noch andere ent- 
stehen aus der Wahl des Hilfspunktes /< im Nenner von (8); alle zusammen 
reichen zur Bestimmung der Curve: X(t) = o gerade hin, so dass die Form X(t) 
bis auf eine multiplicative Constante bestimmt wird. Auf die genaue Fixirung 
dieser Constante verzichten wir zunächst, um darauf späterhin zurückzukommen. 
Dies führe ich nun ins Einzelne aus. 

1) Die Betrachtung der Formel (4) lehrt Folgendes: Die Form X' muss 
Null werden, wenn der Punkt t mit irgend einem der Punkte . . . t <p ^ 

zusammenfällt Mit anderen Worten, die Curve: X '(t) — o läuft durch 


dann ist: 


x = ~ 


p + 1 p 
*1 >*1 

• *? + \ - VRx) 

P + l v 

y\ ,y\y*> • • • 

• yf +1 . - Vf'm 

,v + 1 ,p t 

l 1 , * * * 

. <f +1 , + v'm 





p"+ l ,{p) p Ap) 

f l * * * 



wobei die f/ ) 1 (* r )> (•**), • . . ff (&) gleich denProducten .r x -r. 2 , p 1) gesetzt worden sind. 

P . „ p 

Daneben sei des von Weier strass herriihrenden Ausdruckes Alg. (.**, t) y wo die Punkte V y t . . .t 

Vn*)+Vm 


ins Unendliche zusammengerückt sind, gedacht: Alg. (x,t) — 


2 (x — t) 
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sämratliche Punkte hindurch. Das sind p lineare Be- 

dingungen, welche die Coefticienten der Form x (t) erfüllen müssen. 

2) Man sieht ferner, dass Alg. (.r, y, t , . . . t ip> ) nur dann unendlich gross 
wird (als Form der Veränderlichen /), wenn der Punkt t mit einem der 
Punkte x,y zusammenfällt. Der in (8) verabredete Nenner hat für diesen 
Fall den Werth Null, verschwindet überdies aber, den Factoren (xth)(yth) 
entsprechend, so oft der Curvenpunkt t auf eine der Geraden xh, yh zu liegen 
kommt. Der Punkt t bewegt sich doch auf der Grundcurve tn** Ordnung, 
trifft daher die Geraden äFh, yh je in (w— l) Punkten ausser in x,y selbst. Für 
jeden solchen Punkt soll X gleich Null werden. Das heisst, in geometrischer 
Ausdrucksweise: Die Curve: X(0 = o muss durch die 2 (m — 1) Schnitt- 
punkte hindurchlaufen, welche die Geraden xh,yh mit der Grund- 
curve: = o, ausser t — x , bezw. t — y gemein haben. 

Die Bedingungen 1), 2) zusammen liefern, als Zahl der der Curve: 
X\t) = o vorgeschriebenen Punkte, die folgende Formel: 

J>+ 2 (m— 1) = |(»i— 1) . (m — 2) + 2 (m— 1) = 

Genau so viele Constanten giebt es in der allgemeinen ternären Form (m— 1)**” 
Grades. Wir müsseu demnach versuchen, die gegebenen Bedingungen als 
lineare Relationen zwischen den Constanten des X(t) hinzuschreiben, woraus 
sich letztere dann eliminiren (bestimmen) lassen werden. 

Die unter 1) genannten p Bedingungen stellen sich folgendermaassen 
explicite dar. Ich werde 

, («— 1).(n+2) . _ n . (» + 1) 

2 ' 1 2 

setzen. Dann ist die Form A' eine lineare Verbindung von l linear unab- 
hängigen Formen: x,(0»z,(0> • • • die ich mir irgendwie gewählt denke: 1 ) 

A'(tf) = Q t . x,(0 -f- q, . % t {t) -j- . . . -f- Qi'Xft) • a) 


Man könnte geradezu die Producte (m — 1) ten Grades aus Potenzen der Coordi 
naten wählen. 


8 * 
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Fällt nun der Punkt t mit den Punkten t', t ", . . . successiv zusammen, so 
erhält man die Relationen zwischen den Grössen g, . . , q : 


0 = xrn = <?, . 4- Q t ■ Z t V) + • 

0 = -V(r) = Q.-xSn +9,-x,(f) +• 

■.+Q r X t (t') 



.'= Ä-(<0")=., 1 ., 1 ((K») + fl . Zl (^>) + .. 

■ +e r x,(< ip) ) 


Die Gruppe 2) von Bedingungen ist nun, auders ausgesprochen, folgende: 

im 

a =0 

x eine Gerade : 

a m = 0 

y 

nach einem beliebigen Punkte h der Ebene gezogen, so müssen die übrigen 
(w— l) Schnittpunkte derselben mit der Grundcurve in die ( m — i) Schnittpunkte 
der betreffenden Geraden mit der Curve (»* — i) ter Ordnung: X{t) = 0 hineinfallen. 
Das heisst, die beiden Gleichungen für X (resp. für /<), die sich ergeben, wenn 
ich in = 0 und A'(t) = 0 , 


(xth) — 0 
(yth) = o 


*i = Xi + * • h. (resp. t. = y { + ft . h .) [i = 1 , 2, 3] 


eintrage, müssen, insofern ich bei der ersten der beiden Gleichungen von der 
Wurzel A = o (resp. fi — O) absehe, dieselben (>»—]) Wurzeln haben. Indem 
ich mich des abgekürzten Zeichens für Polarenbildung: 



bediene, kann ich die beiden Gleichungen in X folgendermaassen schreiben: 


m m 

a, — a 
t x 


m— 1 . [tn\ q m— 2 2 , ( m \ -m — 2 m — 1 . Q m — 1 m .. 

ma x a h + \2)- l - a x a Ä+ •••+(£=!)•* • a x a h + A •«*=»• 

2 

\\t) = X{x) + l.(h^)x{z)+\. . + ~ 2 yi m ~ 2 (h~) X(x) + X ,n - l .X{h) = 0. 
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Ersetze ich die x durch //, so erhalte ich hieraus die beiden Gleichungen, 
deren Wurzelsysteme /i . g m _i sich decken müssen. Damit dies in 
beiden Fällen stattfinde, ist es nothwendig und hinreichend, dass wir haben: 


\(X) 


ma 


m— 1 

X 


ma 


-V(y) 

m- 1 



wo r eine unbekannte Grösse bezeichnet. 

Mit Bezugnahme auf a) ergiebt die erstere dieser Proportionalitäten: 


IM— 1 

r .m.a a, 
x h 


= e, *,(•*•> 


+ 0, ■*,(•*') 


+ • • • + 0 r *,(*) 


'•(y)-°I ~ a l = f. (*/*)*.(■*> +••• + ?,• feW*) 


.IM — 2 


% IM — 2 


( V / ^ v/n — £t / A »f» — f 

- (,m - 2)! v*r -1 = <?. ( h h) (h d -) *,(*) + • • • + *,(*) 


r.a. 


0. •*,(*) 


+ 0. •*.(*) 


a_y 

I 

+ • • • + **•*/*) 


w— 2 


C) 


Die andere Proportionalität liefert m weitere Relationen , von denen aber 
nur (m— t) neu sind, weil ja die letzte nur die Coordinaten des Punktes h 
enthält. Die genannten (m—l) Relationen brauche ich nicht anzuschreiben, 
ich werde sie aber als die Gleichungen c') bezeichnen. Wieder zusammen- 
fassend habe ich in den Gleichungen a), b), c) und c') 

wt — 1 = p-\-2m — Z+l 


lineare Relationen zwischen den (i+i) unbekannten Grössen: r, q x , q,, . . . 
Mithin lassen sich alle Grössen q. eliminiren, und es ergiebt sich folgender 
Ausdruck fiir das X(<): 
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r . 


(9) 


0 

0 


x, (0 
x, (O 


x, (<) ■ 

x s (n- 


Z/CO 

x z (n 


0 

x, V {p) ) 

■■■ 

. . . . 

m — 1 

m . a «, 

x h 

X, («) 

X,(*') • • • 

x,(«) 

lm\ m—2 2 

\2/ x h 

('4)*' w 


• ■ (4H W 


/ / * x w — 2 , 2 x m — 2 / ~ x m — 2 

=r°*°r~' 1 ( Ä äi) *> (af) (*3i) ** ( *> • ■ • ( Ä ai) */ (a;) 


w 


m 




*/(*) 


m 


X, (*) X, <70 

i / \ Wi ■ 2 / <5 \TH~— 2 / a X Tf*-~^s 

=T“,*r -1 (*ss) (*si) • • (*n) 


v OT — 2 


(?)•% 2 “i { h Jy)*‘ { y ] { h ¥y)*' { y ] 


m — 1 

w . a a, 
y h 


dy 
X, (.V) 


X, ($0 


3y/ 

x z (y) 


(wo »• noch unbestimmt). 


Der Factor r dieser Formel ist im Allgemeinen keine Constante. Er 
lässt sich aber bis auf eine multiplicative Constante leicht bestimmen. Zu dem 
Zwecke zählen wir zunächst den Grad des A' in den verschiedenen Variabein- 
reihen nach den Formeln (4) und (8) ab, und vergleichen denselben mit dem 
Grade der Determinante (9) in den entsprechenden Reihen. A' hat folgenden 
Grad: 

in den x bez. y , .p-f-1 , 

?i ji t* t't • • • , je m 1 , 

„ „ ä , 2j>+2, 

„ „ Coeff. der Grundform , i . 


Der Grad der Determinante (9) ist nun: 
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in 

den 

X bez. y , je (p+t+m— 2 ) , 


77 

t, t', ... je »»— 1 , 

71 

11 

h , (2/)-(-2-(-w— 2), 

11 

11 

Coeff. der Grundform, 1 


Demnach weist der Grad der Determinante in jeder der Reihen von Variabein 
x,y,h einen Excess von (m—2) auf. 

Ferner prüfen wir die Determinante an der Ordnung ihres Nullwerdens 
beim Zusammenfallen der Punkte x und h , y und h, auch x und y. Wir 
linden : 

bei x=h die Ordnung w — 2) statt 

■ „ y=/* desgleichen, 

„ x—y die Ordnung (m— 1 ) statt 1 , 

also jedesmal eine um (m—2) zu hohe Ordnung. Dies mit jenem zusammen- 
fassend, schliessen wir, dass die Determinante in (9) den der Form x fremden 
Factor ( xyh) m ~ 2 enthält, dass also 


( 10 ) 


r — r J . 


(xyh) n 


sein muss, wo r' eine reine Constante bedeutet. 

Will man endlich den genauen Werth des r' berechnen, so hat man es 
natürlich nöthig, erst die Formen ...</> (t) und die Formen *,( 0 , . . . x ,(t) 
in bestimmter Weise durch Verabredung festzusetzen. Trifft man fiir dieselben 
die besonderen Definitionen: 


<jP, (0 = (f-, (0 = 
Xt (0 = X, (t) = 


//x ,m — 3 .in — Am 

5^(0 = <, -K *, 

jtn — l .m — 2. 
’-Zi(t) =*, ’K f t 


.m — 3 

1 

Mi — 3 

f a f 


so kann man ohne zu grosse Mühe den Werth r' = finden. 

Die Formeln (9) und (10), welche mit der so angegebenen Bestimmung 
des r' zusammen hier unsere Schlussformel vorstellen, haben für uns übrigens 
nur eine vorübergehende Bedeutung. Der damit erlangte Ausdruck des X hat 
nämlich eine gänzliche Umgestaltung zu erleiden, ehe er die von uns bezweckte 
Uebertragung auf elementare Curven eines höheren Raumes gestatten wird. 
Eine solche Umgestaltung wird am Anfang des Kapitels IV vorgenommen, 
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woselbst die Bestimmung des Werthes der numerischen Constante r' leichter 
erledigt wird, so dass ich mich hier mit obiger blosser Angabe desselben be- 
gnügen darf. 

Der Uebersichtlichkeit halber soll hier doch das einfachste Beispiel 
unserer Form A, nämlich das x einer C, , angeschrieben werden. Die Grund- 


curve habe die Gleichung «^ = 0. Dann stellt sich 

Alg. (*, y, t, (') = ; | 

! l I ; 

durch folgende Formel dar: 


I 

0 

n 

UU 

n 

hU 

v, n 

(11) 

0 

f? 

W 

t? 


w V 

3 a Q a. 
x h 

x\ 

x t x. 

xl 


x i 

1 

3 V*A 

2 x 1 h l 

x l h t -\-x t h 

i 2x, A 

i *i*.+*A 


3 (xyh) 

j a h 

K 

KK 

K 


KK K 


I 3a a: 

! y h 

2 y,K 


, 2 yji 

* yJ'z+yJ'x 

y,h+ytK 2 «/ a h 

! 

3a* a, 
y h 

y\ 

y^y. 

y\ 


y,y, y\ 


(x t h) . (x t' h) . (y t h) . (y t'h). 


Diese besondere Formel findet in der Folge eine weitere Entwickelung. 

Blicken wir zurück und fragen uns, was bei der jetzt mitgetheilten 
Construction der W, X zu den Riemann'sehen Principien, wie sie in den ersten 
Paragraphen von Kl. A. F. auseinandergesetzt sind, hinzugekommen ist, so 
müssen wir sagen, dass dies zweierlei ist: 

1) Die Annahme, dass l P eine rationale ganze Covariante sei, 

2) der Fundamentalsatz der ebenen algebraischen Curven. 

Ganz entsprechend wollen wir nun jetzt in höheren Fällen verfahren. 
Die Hypothese ad 1) werden wir einfach herübernehmen. 1 ) Die Sätze aber, 
welche 2) entsprechen und die in abgeschlossener Form nicht zur Hand sind, 
wollen wir jetzt zunächst für sich ableiten. 

*) Obgleich gerade für elementare ebene Curven die Zulässigkeit der Hypothese im 
§ 26 von Kl. A. F. bewiesen ist, werde ich doch davon im Texte keinen Gebrauch machen, 
weil sich die Sache nicht ohne Weiteres auf die höheren Fälle ausdehnt. 
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Kapitel II. 


Elementare Cnrven des n- dimensionalen Raumes sind kanonisch. 
Von dem vollen Formensysteme auf einer elementaren Curve. 

$ 4. Die vorläufige Fragestellung. Drei sich darauf beziehende Sätze. 

Der Versuch, algebraischen Functionen eine analytische Darstellung zu 
geben, setzt voraus die Beantwortung der folgenden Frage: Welche als bekannt 
anzusehende Functionen reichen zur Darstellung aller eindeutigen algebraischen 
Functionen aus und auf welche Weise kommen dieselben in der Darstellung vor? 
Die Antwort hängt von der Beschaffenheit des jedesmal vorliegenden eindimen- 
sionalen algebraischen Gebildes ab. Für alle in der Gestalt elementarer 
ebener Curven gegebenen Gebilde wird man, wie schon öfters gesagt, auf 
rationale Functionen der Coordinaten hingewiesen. In diesem Kapitel wollen 
wir zeigen, dass bei elementaren Curven eines beliebig ausgedehnten Raumes 
die Antwort ganz die analoge ist. Frage und Antwort aber erhalten dadurch 
ihre schärfste Fassung und Abgrenzung, dass ich der wiederholt citirten Ab- 
handlung, Kl. A. F., die Definitionen zweier Ausdrücke: „Algebraische Form“ 
und „Volles Formensystem“ entnehme. 

Es sei eine Curve im R zu Grunde gelegt und G,(x„x„...x , 
sei eine auf derselben nicht überall verschwindende rationale ganze homogene 
Function «J ten Grades der x„x....x ,. Die erste hier anzuführende De- 

finition fixirt den Begriff: Algebraische Form: 

„Wir werden verabreden, dass wir jede solche homogene, ganze, 
algebraische Verbindung <f ten Grades der x t , x % . . . x n , r 3 , eine 

Nova Acta LVII. Nr. 2. 9 
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algebraische Form Grades nennen wollen, die durch eine Form 
Gj dividirt eine auf der Curve eindeutige algebraische Function 
ergiebt“. (Kl. A. F., S. 21). 

Die zweite führt die zur abgekürzten Ausdrucksweise dienliche Bezeichnung: 
Volles Formensystem ein. 

„Allgemein werde ich als ein zu unserer Curve gehöriges volles 
Formensystem jede solche Zusammenstellung zugehöriger algebraischer 
Formen r, r", . . . bezeichnen, durch deren Formen sich alle anderen 
zur Curve gehörigen algebraischen Formen rational und ganz dar- 
stellen“. (Kl. A. F., S. 22.) 

An diese Terminologie anknüpfend, stelle ich mir die für die folgenden 
Entwickelungen fundamentale Frage: Welche Formen bilden ein volles Formen- 
system auf einer elementaren Curve im R ? Ich werde nun zeigen, dass 
die homogenen Coordinaten x t , x, ...x n + l des R n ein solches System 
bilden. Das somit aufgestellte Theorem, welches sofort ganz plausibel er- 
scheint, ist wohl oft als selbstverständlich angenommen worden, bedarf aber 
nichts desto weniger einer strengen Begründung. Hierfür sind die erforderlichen 
Hilfssätze schon längst bekannt, es bleibt nur übrig, dieselben zusammen- 
zubringen und daraus vermöge einer hinzuzufügenden numerischen Identität 
die gewollten Schlüsse abzuleiten. 

Die Sätze, auf welche sich unser Beweis stützen soll, sind : erstens der 
Riemann-Roch’sche Satz über die Zahl der willkürlichen Constanten in einer 
algebraischen Function , die nur an gegebenen festen Stellen einer Curve 
unstetig ist. Dieser Satz ist von allgemeinem Charakter, gilt also für be- 
liebige Curven eines beliebig ausgedehnten Raumes. Zweitens kommt in 
Betracht ein insbesondere von Herrn Kronecker entwickelter Satz aus der 
Theorie der rationalen ganzen Formen mehrerer Variabelen (der dem Funda- 
mentalsatz der ebenen algebraischen Curven entspricht , den wir im 
vorigen Kapitel verschiedentlich benutzten); drittens eine identische Relation 
zwischen ganzen Zahlen. Um diese Sätze bequem citiren zu können, werde 
ich dieselben mit den Buchstaben A, B, C bezeichnen. 

Um den Riemann-Roch’schen Satz auszudrücken, muss man das 
Geschlecht: p und die Formen erster Gattung: des betreffenden 

algebraischen Gebildes als bekannt annehmen. Dann lautet der Satz: 
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A. Wenn irgend r Stellen eines algebraischen Gebildes vor- 
liegen, welche die gemeinsamen Nnllstellen von % linear 
unabhängigen linearen Verbindungen der Formen q> sind, 
so ist die Zahl der auf dem Gebilde existirenden, linear 
unabhängigen, eindeutigen algebraischen Functionen, die 
in den r Punkten von nicht höherer als der ersten Ord- 
nung und in keiner weiteren Stelle des Gebildes unend- 
lich werden, gleich 

r-p - f t+1. 

Um genau zu citiren, entnehme ich den Satz B der betreffenden Ab- 
handlung 1 ) wörtlich: 

B. „Immer unter der Voraussetzung, dass die Discriminante 

von Null verschieden ist, gilt daher auch für 

Functionen mehrerer Variabein der Satz, dass eine ganze 
Function G(x l ,x 1 ,...x n ), wenn sie für irgend ein Werth- 
system zugleich mit den n ganzen Functionen F it F t ,...F n 
verschwindet, nothwendig für das Modulsystem (F lt F„...F n ) 
congruent Null sein muss, falls dieses irreductibel ist.“ 

In geometrischer Sprechweise würde dies folgendermaassen lauten, — 
alle Gleichungen homogen geschrieben gedacht: 

Wenn im Raume von n Dimensionen die durch eine 
Gleichung 

Cr • • • • r n _j_ j) — 6 

dargestellte Mannigfaltigkeit sämmtliche, den n Mannig- 
faltigkeiten: 

F t = o,F, = 0,...F n = o 

gemeinsame Punkte enthalten soll, (wobei wir voraus- 
setzen, dass diese gemeinsamen Punkte alle von einander 


l ) Kronecker. Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 
Journal für r. u. a. Math., Bd. XCII, S. 76. 
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getrennt sein sollen), so muss eine identische Relation 
von folgender Gestalt bestehen: 

(12) G = M l .F l + M t .F t +...+M H .F n , 

wo die M. rationale ganze Functionen von x t , x t , . . . z n+1 
bedeuten *). 

Die numerische Identität, welche die in Aussicht genommene Schluss- 
folgerung aus den beiden Sätzen A und B ermöglicht, soll nun kurz her- 
geleitet werden. Es seien m 0 , l irgend n positive ganze Zahlen. 
Dann lässt sich die combinatorische Zahl: 



. —m t -fn\ 
n — 1 1 ) 

n 

) 


(»»o— - »» •'+«)• (»«„ — - w.-fn— t) . . . ^ m.+l) 

__ l * l 1 l * 

1.2.3...« 

in einer besonderen Weise entwickeln. Ich bilde erstens die Summe der 
n Zahlen, die durch Null-setzen je eines der Buchstaben »»„,»»„...*» in 
L erhalten werden. Von diesen Summen subtrahire ich zweitens die Zahlen, 
welche sich aus L durch Null-werden je zweier m ergeben; drittens nehme 
ich additiv solche Zahlen, welche durch das Null-werden je dreier m in L 
entstehen, n. s. w. Diese Reihe schliesst mit der Zahl: 

. n— 1 ».« — 1 .« — 2 ... 2. 1 , — l 

( 1] ’ 1 .2.3 . . . »— 1 .« — j 

Um jetzt L zu erhalten, hat man nur noch den Term 

(— 1 ) M_1 - *»,.*»,. • • • m n -\ 

hinzuzufügen. Diese Entwickelung verlangt, zu ihrer bequemen Darstellung, 
etwa die folgende abkürzende Symbolik: 


J ) Den besonderen Satz für dreidimensionalen Kaum entwickelt Herr Valenti ner im 
Bd. V der Acta Mathematica, S. 194. . 
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S = V /«., S. = S-m., S t i = S-m k 


Ich trenne jetzt die so erhaltenen verschiedenen Terme der Entwickelung 
und weise dieselben der rechten resp. linken Seite der identischen Gleichung zu, 
je nachdem sie durch Null-setzen des m a gewonnen waren oder nicht. Eine 
Ausnahme bildet der Term: m..m m , , den ich rechter Hand belasse. 

o i n—l 1 

Es kommt so folgende Identität zu Stande: 



Eine Umkehrung der Reihenfolge der Terme linker Hand, und rechter Hand 
die Umkehrung der Reihenfolge und des Vorzeichens der Factoren eines jeden 
Termes ausser dem ersten bringt dies in die Gestalt, um die es sich 
weiterhin handelt: 



n — 1 

= • Hi (»».) — e + t. 

1 * 
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Hier ist q einstweilen nur eine Abkürzung für den in eckigen Klammern 
stehenden Ausdruck, weiterhin erhält es eine bestimmte sachliche Interpretation. 

Es w'ird selbstverständlich klar sein, dass jedesmal ein geklammerter 
Ausdruck (j) diejenige Zahl bedeutet, welche ausführlicher geschrieben lautet: 

(r\ = r.(r-t).(r— 2) . • . (r— a+l) . 

\s) 1 . 2 . 'i . . . s 

Die somit aufgestellten Sätze A, B, C sollen gleich für die Theorie 
der algebraischen Formen auf einer elementaren Curve im R n verwerthet 
werden. 


§ 5. Elementare Curven sind kanonische Curven. Das Differential <!(■>. 
Jede elementare Curve im R ist eine „kanonische Curve“ im Sinne 

n 77 

des Herrn Klein (Kl. A. F., S. 24 — 25). Zum Beweise dieser Behauptung 
hat man ein auf der Curve nirgendwo null- oder unendlich -werdendes 
Differential vom Typus 

(tl V, — M v ) 

7 v s dz dz s 

dio — -TT . 

' ' Z n + y 


aufzustellen (unter den u, v beliebige Grössen verstanden), wo V eine algebraische 
Form auf der Curve sein muss. Mit anderen Worten, es handelt sich um 
den Nachweis, dass (M z ' ! dz — U dz v .) > n einem Punktsystem verschwindet, in 
welchem zugleich eine ganze homogene eindeutige Function r der (g t ,e„ . . . * j) 
zu Null wird. Es kommt also darauf an , bei beliebig gewählten «, v auf 
unserer elementaren Curve eine r zu finden. 

Diese Aufgabe lässt sich leicht lösen. Es sei die elementare Grund- 
curve als der Schnitt der Mannigfaltigkeiten: 


definirt. Da nun der veränderliche Punkt (z it z„ . . . e n + l ) immer auf der Curve 
bleiben soll, so hat man in seiner Umgebung: {z^dz^ z,-\-dz „. . •>^ n + 1 + dz n + J 
die Relationen zwischen den dz: 
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3 Z, ^ Zl + dz, ^ Z * ' 

3/;„ 3/: 


-!!t±dz O- — — 1 de +. 

3z. * ^ 3z, ’ ^ 


• +3 "^rr w+i= * 

n 1 

d L 

•+r, "’-*%+ 1 = 0 ’ 

n + 1 


(i) 


3 /’ 3 f 3 f 

• >-<**= 0. 
^n+l M+1 


-3zf i ^ + _ Sf i ^ + '-- 


Nach dem Eulerschen Lehrsätze hat man andererseits: 


3 L, 3 L, , , >C. 

-•». +1^-'. +---+fx~ •'« + ! -“'C, 


3z 

3/' 

* w. 
3z. 


•** + --'+3TT7 •'»+! 

3 n + 1 


o, 

0, 


(II) 


9 /; 


3f 

• Ml 


m —l , , m n-l , , 


3/' 

# Ml 




. * , , = 


n + l 


n + 1 


= m , f = 0 . 


Durch Anwendung des Lehrsatzes Uber correspondirende Matrices ergeben 
sich aus (I) und (II) ein System («— i)-gliederiger Determinanten, welche den 
zweigliederigen Determinanten (z^z^ proportional sind. Diese kann man in 
die Gleichung: (u v d — u dz r ) = I ± (m. v k ) . (z. dz k ) = o eintragen und erhält 
so die in den z rationale Gleichung: 


«. 


. • • W #|, 1 

l\ 

v * 

... t’ w + 1 

tn l 

3/* 

3 f 

3 z, 

3z, 

9 *» + l 

3/' 

* m. 

3/" 

' «i, 

3/L 

'm. 

d Z x 

3 z, 

' ' * 9 *« + l 

1 3 ^»n-l 

3 f 

3 f 

m »-i 

! dz 

i *1 

dz. 

dz n + l 
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oder i l T ,V.,f f . . . f | = o (wo die U., V. an Stelle der u v resp. stehen). 
Die Functionaldeterminante: 1 17,, F„ f f ...f J ist also jedenfalls 

I m i m y m n — 1 

eine solche algebraische Form auf der Grundcurve, die in sämmtlichen 

Nullstellen von <u r, — «• t- ) verschwindet. Fs lässt sich aber die 

obige Anwendung des Satzes über correspondirende Matrices umkehren, denn 

auf einer elementaren Curve sind die Gleichungen (I), sowie die Gleichungen (II) 

überall linear unabhängig. Daher verschwindet auch (« r — 

an sämmtlichen Nullstellen der Functionaldeterminante: 

U v.f f ...f I auf der Grundcurve. Die Functionaldeterminante 
! *’ 1 '*», 'm, I 

ist somit ohne Weiteres die gesuchte Form i ; und die der Curve zugehörige 
Differentialform lautet: 


(« V . Uj V ) 

v z dz dz s' 

(l3) i "* = 




dz 


1 1 7 1 wi . • m . • * 




1 


Der kanonische Charakter der elementaren Curve ist durch die Auf- 
stellung dieses typischen tfw dargethan. Die erste Folge davon ist nun die, 
dass man aus dem Grade des Nenners des du das Geschlecht p der Curve 
ablesen kann. Nach Kl. A. F. (55) und (5S) berechnet sich das p aus dem 
Grade (d+2) dieses Nenners und der Ordnung N der Grundcurve, vermöge 
der Formel: 

N.d , 

y = T* + l ' 


Hier haben wir für die vorliegende Curve: 

d = »h, + w, + m 3 + . . . + m n _ x — n — 1 = S — n — 1, 

n —1 

N - - » 1 , . »/,. . . . »»„_! = 11' {»Ip , 

also ist das Geschlecht der Curve folgendes: 


( 14 ) 


(S— M — 1) . Ui (»« ), 

* = 2 ' ■ + 1 - 


Für elementare Curven im dreidimensionalen Raume stehen die beiden 
Resultate (13) und (14) schon in einer Abhandlung von Clebsch: Ueber die 
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Auwendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie (Journ. fiir r. n. a. 
Math., Bd. 63, S. 221 — 222). Doch scheint Clebsch keineswegs beabsichtigt 
zu haben, die besondere Eigenschaft des <Ut {— dg), weder Null noch Unendlich 
zu werden, als Definition einer besonderen Curvengattung zu Grunde zu legen. 
Den Werth des p erreicht er dabei (nach Salmon) auf einem nicht ohne Weiteres 
auf höhere Werthe von w zu verallgemeinernden Wege. Die Leichtigkeit, mit 
welcher sich letzteres ganz allgemeine Resultat jetzt ableiten lässt, Formel (14), 
verdanken wir zum Theil dem Begriffe der „kanonischen Cnrven“. 

$ 6. Die zur elementaren Curve gehörigen rp können als rationale ganze 
homogene Functionen der Coordinaten definirt werden. 

Im Riemann-Roch’schen Satze: B) sind die Formen <p, wie im vorigen 
Paragraphen bemerkt, als bekannt vorausgesetzt. Es ist also, zum Beweise 
des in Aussicht genommenen allgemeineren Theorems, vor Allem der Beweis 
zu liefern, dass die Formen cp als rationale ganze Functionen der (z x ,z t ,.. ^ 
darstellbar sind. Nun folgt aber aus der Darstellung des <Uo, dass auf 
unserer elementaren Curve die rationalen ganzen homogenen Functionen der 
z ir z ,', . . . * vom Grade (>»,+»»,+ . . . %_,—«—!) = (S—n -l) lineareVer- 
bindungen der Formen cp sind. Die Zahl der linear unabhängigen cp ist 
gleich p, und es bleibt also, um den Hilfssatz zu beweisen, nur übrig, zu 
zeigen, dass es p linear unabhängige rationale Formen des besagten Grades 
auf der Curve giebt. Dass dies richtig ist, ergiebt sich auf folgende Weise: 
Die Zahl der überhaupt im B n existirenden linear unabhängigen 
rationalen Formen G.. Az,z,...z , ,) ist die combinatorische Zahl: 

S — n — 1 1 * u-fr 

Von den so abgezählten Formen sind aber nicht alle auf der Curve linear 
unabhängig. Denn zwei Formen G und G’ werden auf der Curve immer 
dann gleichwertig sein, wenn sie durch eine identische Relation von der Gestalt: 

(15) G’ = k . G + M . . f +M..f +...+M ,.f 

verbunden werden, unter M,, M ,, . . . rationale Formen geeigneten Grades der 
z t ,z t ... verstanden. Umgekehrt besteht, nach. Satz B), zwischen zwei auf 
Nova Acta LYII. Nr. 2. 10 
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der Curve gleichwertigen Formen G und G' immer eine solche identische 
Relation (15) (siehe Formel (12)). Um die Zahl der in einer rationalen Form 
G a , auf der Curve enthaltenen Constanten zu erfahren, hat man also nur 

S—n—l 1 

abzuzählen, wie viele der (----) überhaupt existirenden Termen einer Form 
G s _ n _ l sich nicht vermöge der Curvengleichungen : 

f = o, f =<),... f — o 

m i m 2 m n — 1 

zerstören lassen. 

Diese Zahl berechnet sich folgendermaassen. Wenn alle Formen 
M,, M t , . . . auf der Curve linear unabhängig wären, würden wir von der 

Zahl (~ “) die Gesammtzahl der in M v M t , . . . M vorkommenden Terme 
abziehen müssen. Das wäre der Subtrahendus: 


i \ n I i V n ' 


-xtSi-W 


Es kann aber der Fall sein, dass wegen des Grades einiger Formen M eine 
gewisse Anzahl Terme der einzelnen Form M sich aus anderen M mit Hilfe 
der Formen f ,f , . . .f zusammensetzen lassen. Solche Terme wären 

'm/ m n— l 

in dem Falle bei obiger Subtraction zwei Mal gerechnet, während sie doch 
nur einmal zu subtrahiren sind. Zu dem Reste würden wir daher die Summe: 


v .( 5 ,- w fe 

<r*> ' » 



■) 


wieder addiren müssen. Hierbei sind aber die ähnlichen Betrachtungen zu wieder- 
holen, u. s. w. ; bis wir schliesslich auf folgendes Resultat hinauskommen : Die 
Zahl der auf der Grundcurve linear unabhängigen, von Null verschiedenen 
rationalen Formen G g _ H _ l ist folgende: 


( 16 ) 


(?r'.)_,(!5c!) +3 (?«r , .)_ ... *£c!) _ 

' h ' i ' n > u ,t) - n 1 , v u 1 


(S.-h 


fS..,- I 


Dieses q ist dasselbe, wie das in der Identität C benutzte abgekürzte Zeichen. 
Dass in dieser Formel (16) einige Glieder sich auf Null reduciren können, 
stimmt mit der Möglichkeit überein, dass der Grad irgend welcher der Formen 
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M lt M t , . . . negativ ansfallen könnte, worauf der entsprechende Term in (16) 
natürlich wegfällt. In jedem Falle ist aber davon unabhängig die Formel (16) 
die richtige Zahl. 

Die Formel (16) lässt sich sehr vereinfachen; es ergiebt sich leicht 
das schon erwartete Resultat, dass q = p ist. Denn wenn man die symbolisch 
angedeuteten Multiplicationen wirklich ausführt, so sieht man, dass beim 
Zusammenziehen des Ausdruckes der Coefficient eines jeden Termes, mit 
(n-f-i) Ausnahmen, gleich Null wird. Die Ausnahmeterme sind einmal solche, 
deren jeder den Factor (m„ m„ . . . m n l ) = N enthält, und ausserdem der 
absolute Term. Letzterer ist offenbar gleich: 

= (— — i ) w_1 — (— = (— t) 2w = -H. 


Alle (» + !), nicht gleich Null werdenden Terme zusammen bilden folgenden 
Ausdruck : 


m (»i, in, + . . . -f- m — n — 1) N.(S — n— 1) 

« = 2 4-1 = j + 1- 

und dies ist, nach (14), = p. 

Wenn wir uns jetzt die Bedeutung des q in (16) vergegenwärtigen, 
so ist das Ergebniss der bisherigen Abzählung dieses: 

Auf der im B n durch die Gleichungen: 


L = 0, /L = 0, ... f =0 


n— 1 


definirten elementaren Curve vom Geschlechte p ist die Zahl der 
linear unabhängigen rationalen ganzen Formen (S—n —\) ter Ordnung der 
s v z t , . . . z >+1 genau gleich^; unter S die Summe der Ordnungszahlen 


S = n» 1 4-"»t4-...4-*» ll _ 1 

verstanden. 

Damit ist der Beweis erbracht, dass die Formen G c , , zur Dar- 
Stellung der Formen ausreichen^ Denn beide Mannigfaltigkeiten, die Ge- 
sammtheit der q> einerseits, andererseits die Gesammtheit der G a ,, ent- 

^ 7 S—n—V 

halten linear je die gleiche Anzahl p willkürlicher Constanten, und die letztere 

io* 
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Mannigfaltigkeit ist sicher unter der ersteren enthalten. Der Schluss darf als 
besonderer Satz formulirt mit D bezeichnet werden: 

D. Die Gesammtheit der linearen Verbindungen von Formen 
rp auf einer elementaren Curve im B n deckt sich mit der 
Gesammtheit der rationalen ganzen Formen vom Grade 
S — h — I: 

°S-n- x'*»*" 

Mit der Erledigung der Frage nach der Darstellung der <p ist nunmehr jede 
Vorbereitung zur Untersuchung der allgemeinen Frage getroffen, worauf jetzt 
ohne Weiteres eingegangen werden soll. 

§ 7. Von der Darstellung algebraischer Formen beliebiger Ordnung 

auf elementaren Curven; die z t ,z, 2 n+1 bilden ein zugehöriges volles 

Formensystem. 

Den schon im Anfänge dieses Kapitels formulirten Satz werde ich 
hier wiederholen, um dessen Beweis dann unmittelbar folgen zu lassen. Der 
Satz lautete: 

E. Auf einer elementaren Curve im Raume von » Dimen- 
sionen bilden die homogenen Coordinaten g lt * t , . . . * t 
des Curvenpunktes ein volles Formensystem. 

Der Beweisgang wird der folgende sein. Es seien i’ rf die allgemeinste 
algebraische, G^ eine bestimmte, und G' ff die allgemeinste rationale ganze 
homogene Form rf-ten Grades der e„z.,...z , , auf der Curve. Dann ist zu 

Gj 

zeigen, dass jede Function ( , auf der Curve einer Function überall gleich 

ist. Diese beiden sind nun eindeutige algebraische Functionen auf der Curve, 
welche nirgendwo unendlich werden, ausser in den Punkten, wo G^ — o wird; 
die Anzahl der linear unabhängigen Formen r ergiebt sich also aus der An- 
wendung der Sätze A und D. Ueber die Anzahl der linear unabhängigen 
Formen G' ä giebt der Satz B Aufschluss. Dass die beiden so erhaltenen 
Zahlen einander gleich sind, zeigt endlich die Identität C. Da die Formen 

l ) Man vergleiche hierzu Kl. A. F., S. 24 und bemerke die Verschärfung des Satzes; 
gerade darin liegt die Leistung des Textes. 
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G ö zugleich Formen r sind, so folgt aus dem Vergleich der Constantenzahlen 
die Richtigkeit des Satzes E. 

l' 

Die Zahl der linear unabhängigen Functionen 0 auf der Curve sei 

mit bezeichnet. Zur Bestimmung der Zahl muss man erst die Maximal- 

r 

zahl der Unstetigkeitspunkte von , sowie auch die Zahlen p und % des 
Riemann-Rochschen Satzes kennen. Die erste ist offenbar das Product: 

d.'M, . m, . . . )H n l ; 

denn so viele Nullstellen hat G auf der Curve, deren Ordnung ja gleich 
m,, m., . . . m u _ wai*. Der Werth des p ist schon bekannt (14), und man hat 
nur noch r zu bestimmen. Der Satz D setzt uns in die Lage, r folgender- 
maassen zu definiren: % ist die Zahl der auf der Curve linear unabhängigen 
rationalen ganzen Formen vom Grade S—n — \: G s _ (z lt z t . . . e ), 
deren jede in allen Nullpunkten von G d (e,, z t ... * auf der Curve ver- 
schwindet. Es ist nicht schwer, diese Zahl r zu berechnen. Sie ist natürlich 
gleich Null bei genügend hoher Orduung 8 des G g . — 

Wenn S — » — t<tf, so ist r = o, 

„ S — u — l = J, „ „ r = i, aber 
„ S— n— l>d, — so ist es nöthig, den Umständen 
weiter Rechnung zu tragen. 

Um nicht unterscheiden zu müssen, ob ( S — n— 1) grösser oder kleiner 
sei als die Zahlen »<„, ... m n _ und die resp. Summen derselben zu je zwei, 
zu je drei, u. s. w., darf ich mich hier einer neuen Abkürzung bedienen. Ich 
schreibe nämlich z. B.: 


Vl 


S; t - 1 \ (S.jr- 1 ) . (S. 2 ) . . . (8. , — n) 


( 17 ) 




i,k 

1 . 2 . 3 . 


i,k 


wenn (S. k — n) > o 


)>( -) = o , wenn (S. fc — n) < 0 . 


Man denke sich nämlich bei Vp die Worte: Vorausgesetzt positiv und 
beziehe dieselben auf jeden Factor, oder auch nur auf den kleinsten Factor 
yS. k — n) des ausführlich geschriebenen Zählers des betreffenden Bruches. Dieses 
Zeichen erleichtert in hohem Grade die nachstehende rechnerische Arbeit. 
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Jede der % Formen, die wir jetzt abzählen wollen, stellt sich nach 
dem Satze B in der Gestalt dar: 


6 


, = R a .G t -R..f — R,.f ...R ,.f 

S— n — 1 0 6 1 l m l * ; fw 2 «—1 / w w _ 1 , 


wo jede rationale ganze Form R. den Grad (S—n — i— »> ( .) besitzt; wenn 
dieser Grad jedoch negativ ausfällt, so ist das betreffende R 0 — o zu setzen. 
Hiernach giebt eine Abzählung, von der Art der im vorigen Paragraphen ge- 
machten, folgenden Werth für r: 


= ,,(5=5=!)_ f [,,(5=! 


fS.—d — 1 


S . . — <1 — 1 > 


(18) 


MV 


(wo die 8, S., S. k u. s. w. resp. die ihnen auf S. (29) beigelegten Bedeutungen 
haben). Das Gesagte zusammenfassend und mit N, wie vorhin die Ordnung 
der Cnrve bezeichnend, hat man von dieser Anwendung des Satzes A das 
Resultat : 

(19) Kj = d.N-p+T-j- 1, 


wo für p und % die Werthe aus (14) resp. (18) einzutragen sind. 

Mit diesem Resultate ist die Zahl N' der auf der Curve linear un- 

Ö 

abhängigen rationalen ganzen Formen ), d. h. die Zahl der 

Functionen — , zu vergleichen. Um das N'^ festzustellen, wende ich den 

Satz B wiederholt an und mache, unter Beibehaltung sämmtlicher schon 
benutzten Bezeichnungen, folgende Abzählung: 


( 20 ) 


. . . 


I n 

Diese Formel setze ich folgendermaassen fort: 

= N S~ dm > • • • m n-l~ -P+ 1 +(— 1) W -?[ T ^( * )] + 


+ (_ 1) ”- 1 . v[ T> (: 


m . + m k — d — I ^ 


)] + ..._ ? [ I ,(5=f=l)] + „(5=5=l) 


S—d—u 
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und behaupte, dass das Ganze geradezu die Identität C bildet, so- 
bald man in letzterer m 0 — <J und q = p gesetzt hat. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, hat man nur je 
zwei sich entsprechende Terme, z. B. 

[d — »t.+m . .. (m. — d — 1\ . 

V P (--•—) ■» -VJ «nä Vp ) in JT, 


mit einander zu vergleichen. Die kleinsten Factoren (vielmehr die ab- 
schliessenden Factoren) der resp. Zähler sind folgende: 

linker Hand d — »».4-1 und rechter Hand m.— S — «. 

I 1 l 

Ist der eine positiv, so ist der andere nothwendig gleich Null oder negativ. 
Streiche ich also vom Ausdrucke für resp. y^ in obiger Gleichung (20) 

jeden sich vermöge der Bedeutung des [ Vp] auf Null reducirenden Term, so 

. . , . (d — 

wird entweder m Ny. ( * J, 

oder beiderseits: 0, 

oder sonst in N,: 

O 

stehen bleiben. Diese drei Möglichkeiten schliessen sich aber gegenseitig aus. 
Das Gleiche gilt natürlich für jedes Paar sich entsprechender Terme in N’^ 
und Nj. Von je zweien sich entsprechenden Termen der beiden 
Seiten der Gleichung (20), um welche es sich jetzt handelt, kommt 
also mindestens einer in Wegfall. 

Nun kann man alle Terme dieser Art, welche nach Ausführung des 
in der Bedeutung des [ Vp] etwa steckenden Annihilirungsprocesses auf der 
rechten Seite der Gleichung (20) stehen geblieben sind, in bestimmter Weise 
umwandeln und nach der linken Seite hinübersetzen. Die nöthige Umwandlung 
wird aus folgenden Beispielen klar: 


(=q±) 


/»*. — d — 1\ „ I ö — 

(-i r ■(—*--) = 

, /»«.-}-»».— d — 1\ „ , fd — tn . — 

) = ( _,) 2 '‘-‘.( 


Setze ich diese etwaigen so umgeformten Terme in die gehörigen Summen der 
linken Seite der Gleichung, natürlich unter Abänderung des Vorzeichens, hinein, 
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so bringe ich am Ende evidentermaassen genau die identische Gleichung C 
zu Stande, deren Uebereinstimmung mit (20) somit dargethan ist. Also ist 
in der That: 

— A,v. 


d. h., die allgemeine rationale ganze Form G$, welche gewiss zugleich eine 
Form r# ist, enthält, sofern sie nur fiir Punkte der elementaren Curve in Betracht 
gezogen werden soll, ebenso viele willkürlichen Constanten auf lineare Weise, wie 
sie die allgemeine algebraische Form auf der Curve enthält. Es muss sich 
daher die Gesammtheit der mit der Gesammtheit der Gj decken, 
was eben die Behauptung des Satzes E ist. 

Der nunmehr fest begründete Satz lehrt, wie man sich algebraische 
eindeutige Functionen auf einer elementaren Curve zu denken hat. Dieselben 
lassen sich immer als rationale homogene Functionen nullter Dimension der 
z lf z t , . . . 5 geschrieben denken. Weiter aber lehrt er noch, dass der Nenner 
einer solchen Function nur der einen Beschränkung, in den Unstetigkeits- 
punkten genügend stark zu verschwinden, unterliegt, ausserdem ganz beliebig 
gewählt werden darf, während der Zähler dessen ungeachtet den Charakter 
einer rationalen ganzen homogenen Function der z noch beibehält. In den 
weiterhin folgenden Anwendungen dieses Satzes wird es auf diese Eigen- 
schaft des Zählers ausschliesslich ankommen. 

Der Satz E berücksichtigt, seinem Wortlaute nach, nur Formen einer 
einzigen Reihe von Veränderlichen. Er lässt sich aber ohne Weiteres auf 
Formen beliebig vieler Reihen Veränderlicher ausdehnen, wie man sieht, wenn 
man die verschiedenen einzelnen Reihen successive als Veränderliche, die 
übrigen jedesmal als willkürlich festgesetzte Parameter auffasst. In dieser 
Hinsicht gilt also der Satz: 

Hängt' eine algebraische Form auf der elementaren Curve 
von mehreren veränderlichen Curvenpunkten ab, so bilden 
fiir sie die homogenen Coordinaten der sämmtlichen Punkte 
ein volles Formensystem. 

Von diesen Ergebnissen wird nun Gebrauch zu machen sein, wenn 
wir jetzt dazu übergehen, auf den elementaren Curven die uns besonders 
interessirenden Formen ! f und x zu bilden. 
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Kapitel III. 


Ueber die invariantentheoretlsche Normirung der Form x v auf 
elementaren Curven, speciell im dreidimensionalen Baume. 

§ 8. Präcisirung der Fragestellung. 

Wir haben jetzt alle nöthigen Hilfemittel zur Hand, um an die erste 
der in der Einleitung bezeichneten Aufgaben heranzutreten, nämlich an die 
invariantentheoretische Normirung des zu einer elementaren Raumcurve ge- 
hörigen w. Es wird sich im Laufe der Entwickelungen ergeben, in wie weit 
die hier zu lösende Aufgabe noch einzuschränken ist; darüber kann selbst- 
verständlich erst nach Darlegung bestimmter Resultate eine präcise Erklärung 
gegeben werden. Es soll zunächst eine elementare Curve des dreidimensio- 
nalen Raumes zu Grunde gelegt werden, die vollständige, singularitätenfreie 
Schnittcurve der Flächen: f — o, f = <». Nach beendeter Normirung des 
>F für diese Curve dehnt sich auf einfache Weise das Resultat auf die Curve 
im »-dimensionalen Raume aus, deren Gleichungen: 

m i '»"• m H-l 

lauten. 

Ich werde aber gleich die allgemeinen Bedingungen niederlegen, denen 
das Normal-^* auf der elementaren Curve des R n zu genügen hat, um nach- 
her für den besonderen Raum noch weitere Bedingungen hinzuzufügen. Diese 
allgemeinen Bedingungen für ein Normal -'P zerfallen in zwei verschiedene 
Gruppen: diejenigen der ersten Gruppe ergeben sich, vermöge unserer Kennt- 
niss der Differentialform dv>, aus den bei Kl. A. F., S. 27 befindlichen Aus- 

Nova Acta LVII. Nr. 2. 11 
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sagen, während diejenigen der zweiten Gruppe nach Analogie des Pick’schen 
>p auf elementaren Curven der Ebene aufgestellt werden. 

Allein vor allen Dingen ist durch die Ausführungen des vorigen 
Kapitels sicher gestellt, dass die Form 'P (z, £, {uv)) eine rationale ganze Form 
der homogenen Coordinaten z„ z„, . . . z £,, £„ . . . £ , , der beiden Curven- 
punkte z und £ sein muss. Auch in den (u. v k ) ist sie rational und ganz, 
denn aus der Willkürlichkeit der Hilfsgrössen («•*• k ) ergiebt sich, genau so 
wie für dio in Kl. A. F. § 9, folgende Darstellung der Abhängigkeit des -P 
von den («.r ): 

l h ’ 


V (*, f , («•■)) ^ ^ (>*v) • (u r ) . <P { 2 > -C) 


wo die ‘P. . selbst rationale ganze Formen der z, £ bedeuten. Es handelt 

lyK y ly Hl ' 

sich also nm eine in jeder der Variabeinreihen rationale ganze Form. 

Für diese Form l p findet mau nun, unter Berücksichtigung der Form du, 
(13), folgende, von jeder Normirung unabhängige Bedingungen: 


1) Grad. Die Form 'P (z,£,(uv)) muss 


»i—i 

in den den Grad 2, .(»».) — «-fl, 

W + 1 j 1 

n — 1 

99 99 (£| 9 ^29 * • • ^ _j_ j) 99 99 — 1 (Mp l 9 


ii ii ( m 4 - l 'j.) ii ii 2, 

und in den Coefficienten einer jeden der Grundformen den Grad 2 haben. 

2) Werth bei z = £. Wenn man den Punkt z mit dem Punkt £ 
der Curve zusammenfallen lässt, so muss >P, von etwaigen, vermöge der 
Gleichungen der Curve verschwindenden, Bestandtheilen abgesehen, identisch 
gleich der ins Quadrat erhobenen Functionaldeterminante: 


werden. 

3) Abhängigkeit von den Grössen («.•• ). Wenn man die Punkte z, £ 
festhält, die Grössen (». > fc ) aber beliebig variiren lässt, so soll sich dem gegen- 
über der Integrand dritter Gattung: 


; P(z,‘£, ( « i0) 

( vV-vi 

wie eine Constante verhalten. 
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Diese 3 Nummern bilden die oben besprochene erste Gruppe von Be- 
dingungen, denen jedes, auch das noch keineswegs normirte ’F gehorcht 

Zur Festlegung einer Normalform ’F führen wir nun, wie schon in der 
Einleitung gesagt, einige neue Fordeningen, gewissermaassen freiwillig (von der 
Analogie mit dem Pick’schen ’F auf ebenen Curven geleitet), ein. Das sind 
die folgenden, welche unsere zweite Gruppe bilden: 

4) Verhalten beim Variiren der Grundformen. Das »f soll, 

auch in den Coefficienten der Grundformen: f. , f ,...f rational und' 

ganz sein. 

5) Verhalten bei linearer Substitution. Das ’Fsoll eine Covariante 
der Grundformen sein. 

6) Symmetrie in * und Die Vertauschung der Punkte z und C 
soll ’F ungeändert lassen. 

Wir werden sehen, dass den 6 angegebenen Forderungen wirklich 
genügt werden kann, indem wir thatsächlich eine Normalform ’F anfstellen. — 
Dabei beschränke ich mich aber vorab auf den dreidimensionalen Raum. 

§ 9. Vorbereitungen zur Berechnung des ’F auf einer elementaren 

Curve im Ii s . 

Es soll zunächst eine Form ‘F von den in 1, 4, 5, 6 des vorigen 
Paragraphen gegebenen Eigenschaften, mit einer passenden Anzahl un- 
bestimmter Constanten versehen, auf gestellt werden. Dann sind gewisse Con- 
stanten aus verschiedenen Gründen gleich Null zu setzen, wonach die Uebrigen 
sich den Bedingungen 2 und 3 gemäss bestimmen lassen. — 

Die Grundcurve, eine elementare Curve im J? s , sei durch zwei 
Gleichungen gegeben, die symbolisch geschrieben, so lauten: 

C = •«. 

= o. 

Wir verfahren nun ganz nach den Regeln der symbolischen Methode, indem 
wir uns fragen, wie überhaupt ein die Bedingungen 1, 4, 5, 6 befriedigendes ’F 
aus symbolischen Producten zusammengesetzt sein kann. Dies lässt sich leicht 

li* 


= V = 
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aus der Betrachtung beantworten, dass l P sich bei linearer Transformation des 
Raumes um die ( — 2) ,e Potenz der Substitutionsdeterminante zu ändern hat; — 
wobei die « und v als Ebenencoordinaten anzusehen sind. Da die Form ’F 
nur zwei Reihen Punktcoordinaten (z, L‘) enthält, so kann keine aus lauter 
Punktcoordinaten bestehende Determinante in Vorkommen; daher muss jeder 
symbolisch geschriebene Term in *p zwei und nur zwei Klammerfactoren 
enthalten. Die denkbar möglichen Klammerfactorenpaare ordnen sich nun in 
folgendes Schema hinein, welches zugleich zur Eintheilung sämmtlicher Be- 
standtheile der Form ‘P in verschiedene Klassen dienen soll. Jeder Term 
enthält eins der Producte: 


1. (uvab).(uvab) 2. (uvaß ) . (uvaß) 

3. (uvaa) .(uv ab) 4. (uvaa). (uvaß) 

5. (uvab) . (uvaß) 
ö. (uvaa) .(uvaa) 

7. (uvaa) . (uvbß) 

8. (uvaa) .(uvaß) 9. ( uvaa).(uvab ) 

10. (abaß) .(abaß). 


Ein Term der 10**“ Klasse wird natürlich den Factor: (« t - — ir v )’ enthalten. 

v Z £ f z’ 

Ausgeschlossen ist von vornherein die Möglichkeit, dass irgend ein Term 
des w den nur in die erste Potenz erhobenen Factor: (u T v ( —u ( v g ) enthält, 
denn in dem Falle wäre das Integral: 



l F(z, i:,(uv )) 

(u v. — u,v )* 
z i ( z’ 


nothwendig ein Integral dritter Gattung. Obiges Schema ist also jedenfalls 
vollständig. Wir fragen also vielmehr, ob sich die Zahl der Klassen wohl 
auf eine kleinere reduciren lässt? 

Es ist sofort evident, dass die Klassen 3, 4 und 5 von selbst aus- 
fallen, denn jeder hierher gehörige Term wechselt sein Vorzeichen, wenn man 
die gleichbedeutenden Symbole a und b, resp. « und ß vertauscht 

Wir wollen selbstverständlich, da wir l F nur auf der Curve betrachten, 
solche Glieder bei Seite lassen, welche irgend eine der Grundformen 

als Faktor enthalten. Ferner wollen wir freiwillig die 


Digitized by 


Google 



Aber sehe Integrale, (p. 45) 


85 


Klasse 10 bei Seite lassen. Begründung hierfür Hegt darin, dass solche 
Glieder den Bedingungen 2) und 3) schon von selbst genügen, also später 
ganz beliebig zugefügt werden können. Im eben Gesagten liegt die vorher 
schon in Aussicht gestellte einzige Beschränkung unserer gegenwärtigen Aufgabe. 

Hierüber hinaus aber will ich vorläufig zwei Annahmen machen, deren 
Nothwendigkeit ich erst später entwickele: 

Annahme I. Terme von den Klassen 1 und 2, welche auf 
der Curve nicht beständig gleich Null wären, dürfen wegen der 
Bedingung 3 des § 8 in unserer Form l F nicht auftretem Zn unter- 
suchen sind demnach nur solche Bestandtheile der Form v, welche je eines 
der vier Paare von Klammerfäctoren : 

7. (uvaa) .(uvbß) 

9. (uv aß) . (u vbß) 

8. (uvba) . (uvbß) 

6. ( uvbß ) . (uvbß) 

enthalten. In jedem dieser Factorenpaare stehen zwei Symbole (a, b) und zwei 
Symbole (a,ß). Es bleiben also jedenfalls (2m,— 2) Symbole (a,b) und 

(2 m, — 2) Symbole («, ß) ausserhalb der Klammer stehen, die also mit den 
Coordinaten <z) resp. (g vereint Vorkommen werden. Ein symbolisches 
Element a , ß. u. s. w. darf ich wohl als „ein mit z behaftetes resp. „ein 
mit <; behaftetes ß u bezeichnen. Dann lässt sich meine zweite vorläufige An- 
nahme folgendermaa8sen aussprechen: 

Annahme II. Die in einem jeden Terme der Form ausser- 
halb der Klammerfactoren vorkommenden Symbole ( a , b) sollen 
genau zur Hälfte, d. h. zu je (m, — t) mit Coordinaten z und dem- 
entsprechend zu je (m, — t) mit Coordinaten ’c behaftet sein. Das 
Gleiche gilt folglich für die Symbole (a, ß>. Kurz gesagt, auf 
jede Grundform sollen die Coordinaten (z) und (L*) in gleichem 
Maasse vertheilt sein. 

Damit ist unsere. Aufgabe zunächst darauf reducirt, die Constanten 
A, B, C, D in folgendem Ausdruck zu bestimmen: 
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... f ' f i j v. t i iw | i ' 1 . iw * i 1 j i 1 iw . t “ 1 0 iw | k 1 

T {ut aa)(nrbpi 2< 2 jl...»«. 1 .(> 1 t».. .oo.’ ./? 1 

’> Q '0 ^ ^ £ ' 


T/t, 1 T/I 5 — 1 

3 B. h .aa'"' 1 .1' 

| q i T? t» A V - J 


f 


i t/i , — t 7 iw. — f — 1,? — 1 h tw, — Ä* — 1 .»tw, — J t— -lJb 

7 ‘ ~ ~ * •/* P» 


b ^ . a a fc 

<> * <• 


i / /» / 2 j Ct f ! TW ] ““ f 1 7 T/l | f 1 2 T hr TW <• — 1 «TWo - 1 i* 1 — 1 

-f- (uraß)(;Hvbß) Sf 3 C. v .aa^ x .&. 1 ?/„ ,«cr. ? ./? * 

Q | *1* Ä i A t ^ t ^ <9 

I / I / 2 jn *v • *v>. 7*\ T T/l * 1 j TW * •*“ t — 1 7 T — 1 fr TW , — fr «Wl , *— fr* 1 ^fr — 1 

-j- ( u v bp) (u v bp) JE* D.J. .aa^ x . b^ 1 b^ . * . ß~ * ^ ■ 


Der so umgrenzte Ausdruck W soll nunmehr berechnet werden. 


$10. Wirkliche Berechnung des l i s auf der elementaren Curve des 11,. 

Um jetzt die Werth e der A, B, C, D im Ausdrucke des wirklich 
zu berechnen, werden wir zunächst die Bedingungen 2) und 6), sowie auch 
die Yertauschbarkeit der « und b, resp. der « und ß heranziehen. Die Be- 
dingung 2), ftir die vorliegende Curve specialisirt, erfordert Folgendes: 


ins,'C)] = (uraa)turbß).a w -\b n ''-\a , "*-Kß'"'-' ."V ”V (A ) 

S. i t i 0 0 ’* 


2 = r 


/ w 7 z», TW.— 1 j T/l , — 1 TW, — 1 ^tw 2 — 1 

iss (m aa)(uv b p).a^ 1 . d. .a. - ./^ w 2 


Es muss also: 
( 22 ) 


T/l, — 1 TW 2 — 1 

3 3 sein, 

o o '•* 


Die Symmetrie des l F in den Coordinaten s und 'c bedingt folgende Relationen: 


(23) 


i.t — •’ — l,»* — /■ — l’ 

^i,k , — t, iw, — i' — 1’ 

c., = c . , ,, 

f.Ä* TW , — t — 1 , TW 2 — Ar 

I). = D , , 

i, Ar wi, — «, tw, — A r 


I i — 0,1, 
l /• 0, 1, 

(» - 1,2, 
1 / 0 , 1 , 

f I 0,1, 

l* ■= 1,2, 

r » = 1,2, 
l* = 1,2, 


. . , MI, — 1 1 

1 J 

. . , WI, — 1 | 

. . f #w 8 — 1 j 

. . , Wi t — 1 1 
. . , IM, - 1 / 

• . , m t — 1 1 
. . , TW , — 1 J 
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Endlich linden wir, aus der Vertauschbarkeit der Symbole a und b, resp. a 
und fi, dass gewisse verschiedene Coefticienten gleiche Werthe besitzen, 
wie folgt: 


(24) 


j = 4 == 4 = A 

i,k “ 1,1», — k — 1 “ mj -i — m, — i — 1, wi, — Jb — 1 ’ 

n. x = b . ,, 

4 , a: V/*j — * — 1 

(' = r 


Ausführlicher müssen wir jetzt die Bedingung 8) behandeln. Um genau 
zu seheu, was dieselbe besagt, setzen wir sie in eine geometrische Form. 

Die zweigliederigen Unterdeterminanten der Matrix: \ U ' erscheinen da- 


bei als Coordinaten einer Raumgeraden, und können dementsprechend 
weiterhin in bekannter Weise durch die ihnen complementaren zweigliederigen 


Unterdeterminanten aus den Coordinaten: 


irgend zweier Punkte 


K K h K 

h l /», h 3 h t 

derselben Raumgeraden ersetzt werden. Man kann nun die Gerade («««•) sich 
im Raume beliebig bewegen lassen, und die Aufmerksamkeit dabei auf solche 
Lagen derselben concentriren, wo der Nenner des Ausdruckes: 


V(r, £(««•)) 

<“•*{- V'/ 


auf Null reducirt wird und also zweifach unendlich klein wird. Bei solchen Lagen 
der Geraden (« r) muss aber, der Bedingung 8 zufolge, der Zähler l F in eben 
so hohem Grade unendlich klein werden. Geometrisch nennt man den Ort 
solcher Geraden des Raumes, deren Coordinaten eine in denselben rationale 
algebraische Form zu Null machen, einen Linien com pl ex. Zusammenfassend 
haben wir also, als geometrischen Ausdruck der Bedingung 3: 

Die beiden Gleichungen zwischen laufenden Liniencoordinaten («••): 

I ('Vr'V'/ r - °’l 

I V(*,U*v)) = o | 

sollen ein und denselben Liniencomplex darstellen. 

Wohl verstanden, dass die Punkte z, ’C zugleich den beiden Gleichungen der 
sich in der Grundcurve schneidenden Flächen genügen. (Cf. S. (13)). Wir 
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können nun leicht angeben, welche Geraden des Raumes dem ersten Com- 
plex'e ängehören; das sind die sämmtlichen Geraden, welche die Verbindungs- 
linie der beiden Curvenpunkte .? und 'c irgendwo treffen, und zwar ist jede 
dieser Trefflinien ein Doppelelement des Complexes, wie man aus der Gleichung 
desselben ersieht. Wir haben also aus der Bedingung 3 die folgende geo- 
metrische Bedeutung abgeleitet: 

Die Gleichung zwischen Liniencoordinaten (uv): 

" ' iff (», L, (« f)) = 0 

soll, mit Berücksichtigung der Hilfsgleichungen: 

1 . • I 1 ■ 



den doppeltzählenden Complex aller Geraden darstellen, die die Ver- 
' . • . bindungslinie der Punkte * und ~ treffen. 

Wir können diese Aussage noch gewissermaassen vereinfachen. Wenn ein 
Kegelschnitt (Punktreihe zweiter Ordnung) der Ebene in eine doppeltzählende 
Punktreihe erster Ordnung ausarten soll, so ist dafür nothwendig und hin- 
reichend, dass die lineare Polare eines jeden Punktes der Ebene in Bezug 
auf den Kegelschnitt mit der betreffenden Punktreihe erster Ordnung zusammen- 
fällt. Genau so hier, da der Liniencomplex zweiter Ordnung in einen doppelt- 
zählenden Complex erster Ordnung ausarten soll, so ist erforderlich, dass 
die erste Polare jeder beliebigen Geraden des Raumes in Bezug auf den- 
selben in den betreffenden Complex erster Ordnung hineinfällt. Diese Forderung 
werde ich folgender Weise anschreiben: 

Die Gleichung 


V 

(i, k) 




d 7'T ?, L, (U V)) 

M'V 


M « 


soll, bei beliebiger Lage der Geraden (u'v'j, in lautenden Linien- 
coordinaten (uv) den Complex aller Geraden des Raumes darstellen, 
welche die Verbindungslinie der Curvenpunkte z und £ treffen. 
Vorstehende Gleichung werde ich in der Form schreiben: 


(25) 


- K'i-)- 

(i,k 1 k 


dV(.Z 


9 («•''' 2.) 


(«0)\ 

p 


'f(L; (Wv'),(u v)) ~ o. 
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Zum Zwecke der bequemeu Anwendung dieser Bedingung kann man 
aus der Gleichung in Liniencoordinaten (25) eine solche in Punktcoordinaten 
ableiten. Die (u. t-p ersetzt man zunächst durch die aus Punktcoordinaten 
gebildeten Liniencoordinaten (Mn. Nach dem oben Gesagten muss dann die 
Gleichung: 

(25 a) l P{z, £ ; (»<' <•'), (u »•)) — ’F(z, £; («' v'), (l h )) — 0 

vermöge der Voraussetzung a’" 1 — «’"* = «J 1 ’ — a?’ identisch befriedigt sein, 

wenn irgend ein Punkt / der Geraden ( lh ) auf der Verbindungslinie von z und 
£ liegt, während der Punkt h beliebig im Raume gelegen sein mag. Liegt 
aber l mit z und £ auf einer Geraden, so darf ich setzen: 

hz. + f,:. (i --- 1,2,3, 4). 

Führe ich diese Werthe in die Gleichung (25a) ein, so erhalte ich Folgendes: 

V(*,£; («'f'). Och)) 4- ft . V(z, (?*)) = o. 

Damit diese Gleichung identisch besteht, was auch der Werth sein mag, 
müssen zugleich 

(26a) l F(z, £; (u'v'),(zh)) — 0 und 

(26 b) V(z, ;*;(«'.•'),(?*)) = 0 

erfüllt werden. Zusammenfassend haben wir als neue Formulirung der in 
der Bedingung 3) enthaltenen Forderung Folgendes: 

Die Gleichungen (26 a) und (26 b) sollen befriedigt werden, 
wenn man 

erstens unter s, £ zwei ganz beliebige Punkte der Grund- 
curve, 

zweitens unter (»' v') die Coordinaten einer beliebig veränder- 
lichen Geraden des Raumes, und 

drittens unter h einen ganz willkürlich anzunehmenden Punkt 
des Raumes versteht. 

Nova Acta LYII. fcr. 2. 12 


Digitized by LjOoq Le 



90 


Henry S. White, (p. 50) 


Wir haben nun die in (26 a) and (26 b) angedeuteten Polarisirungs- 
und Substitutionsoperationen an der Form l P (21) auszuführen und zu ver- 
langen, dass das Resultat, abgesehen von Tennen, welche vermöge der 
Gleichungen der Curve gleich Null sind, identisch verschwindet. Das Resultat 
wird in dem einen Falle: 


\ v. v , 4 1 »*.--1 — 1 jtn i — i—lji k m..—k — 1 jn* — k — l Je 

2 {u'v'bß) [a z « h — a h a) . 3 3 A^.aa^ .6/ b ( .a,a f - .ß/ ^ 


(26a) 


m l — 1 m . 2 — 1 

, 3 3 

o 1 

I e\ f / / i /I 1 \ t) I Wl. * i Wli * — 1 l * 1 k Wirt X jW« X 1 jfc 

a, — bjCt). 3 3 B. 7 .aa^ 1 .b 1 /> w ./? * /T 

1 v 2 h h z' x () i,k z (, 2 4 . 2 t '2 ' C 

+ 2Wt'bß)(a t ß h —a h ß t ). m, S 1 % * .nf*”* -1 /»* -1 


= #. 


Jftj| — - 1 Wl., — 1 


+ 2 (ii’r'bß){b z ß h -b h ß 2 ). 3 3 D. k .aa^ A>. 


Wl, 1—1 yi 1 k 2 & ^»*2 fc — 1 1 


. i ( — l n i 

(K . tt öw 
4. * f 


In dem anderen Falle (26 b) ist das Resultat ganz ähnlich, mit dem einzigen 
Unterschiede, dass an Stelle der vier Factoren: 


(aa h -a h a), ( a J h -a h ßJ, ( V*“ W 


die respectiven Factoren: 

ia i a h- a h a ^^ a h-K a ^ (a A~ a i^^ {b A~~W 

einzusetzen sind. Die Richtigkeit der somit angegebenen expliciten Formeln 
(26a), (26 b) bestätigt sich durch Heranziehung der Relationen (23), (24)). 
Endlich denken wir uns die Form linker Hand erst nach den Factoren 
« h , « /{ , b h> ßjj dann aber auch nach Potenzen der resp. symbolischen Factoren 
a ,b_,a ,ß succesiv geordnet, und setzen einen jeden Gesammtcoefilicienten für 
sich gleich Null. Dadurch erhalten wird aus (26a) die folgenden Relationen: 


(271) 


(2711) 


(27 III) 
»27 IV) 


i.k i 4- 1 , Ä; 

A. h + c. h ,. 

t,k 1 *,«4-1 

B i+D , 

i,k t,k 4* 1 


— ■{: 


o, 


< - 


\k 


l 1 

°> { k 


0, I, 
0 , 1 , 
0 , 1 , 
0, t, 

1 , 2 , 
0 , 1 , 


w/,—2 \ 
»« , ~ 1 \ 
w/,-1 I 
w/, — 2 ( 

w/, — 1 | 
»/., — 2 \ 


C..+D. 

i,k 1 i 


4- l.k 


| i — 0, 1, 
’ U = 1,2, 


. . w/, — 2 \ 

■ . wz., — 1 I ‘ 


Digitized by 


Goc Ie 



91 


Abef sehe Integrale, (p. 51) 


Auf die nämliche Weise ergiebt (26b) die Relationen: 


(27 V) 
(27 VI) 
(27 VII) 
(27 VIII) 


A i,k + B i.k = °’ 


/ = 1,2, 

A = 0, 1, 


w», — 1 ( 

*», — 1 I 


A i.k+ °i,k ~ °» 


i = 0, 1, 

*=1,2, 


>«, — t I 


B i.k^~ B i.k ~ 


I > — 1,2, 
1 * = 1,2, 


• Wf i— 1 1 

. »«, — 1 I 





• » w ,— ' -i \ 
■ »K — 1 f 


Und nun sage ich, dass das ganze so gewonnene Relations- 
system, mit (22) zusammengenommen, durch eine und nur eine 
Lösung befriedigt wird. Die verschiedenen Relationen sind zwar nicht 
alle von einander unabhängig, wohl aber alle mit einander verträglich; denn 
Jeder wird sofort durch blossen Anblick der Formeln eine befriedigende Lösung 
des ganzen Systems entdecken. Sie reichen auch zur völligen Bestimmung der 
Grössen A, B, C, D aus, so dass die entfallende Lösung zugleich die einzig 
mögliche ist. Dies beweise ich folgendermaassen. Der Vergleich von (27 1) 
und (27 V), resp. (27 II) und (27 VI), u. s. w. ergiebt: 


A - A — A J ' ~ v ’ 

U 1 + 1 .k— t.k + 1 ’(/•=: 0 , 

B i,k " B i + l.k = B i.k + 1 ’ { * = 0, 

I i — o, 

C i,k ~ C i + l.k - C i,l + V | * = 1 , 

D i,k — D i + 1.* = D i . * + !’{ k= \ , 


. 2 ( 
. m 2 2 | 

. m-2 I 
. m/ } — 2 | 

. IM, 2 \ 
. m, — 2 | 

. im,- 2 | 
. iu 3 — 2 ( 


In Worten lautet dieses Ergebniss: Sämmtliche Coefficienten A sind 
einander gleich, desgleichen sämmtliche B, sämmtliche C, endlich 
sämmtliche D, je unter sich. Fassen wir dieses mit der Thatsache zu- 
sammen, dass nach (27 I), (27 II), u. s. w. jeder Coefficient A resp. D einem 
B resp. C entgegengesetzt gleich ist, so sehen wir, dass fiir beliebige (i, /•) : 


A . , = — B.. 

i,k t,k 


—c.. 

t,k 


B i,k A »,o- 


12 * 
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Erinnern wir uns jetzt noch der Formel (22), so kommt: 

w, — lw, — 1 

3 A =m,.m t .A, — l t 

o o *>* 

und also der Werth einer jeden in (21) unbestimmten Grösse: 


A.. = D. t 

i,k i t k 

C. x 

t,k i,k 


1 

m x . m., 

1 

m, . m a 


Damit haben wir folgende endgültige Gestalt des 


28) 


v*. vi / \ / i cj im i — i — 1 i wi i — i — 1 j i k in » k — 1 jMG k — 1 ,Jc 

3- (uvaa) {uvbß).a~a.. 1 .b_ l K . a y a .. 2 ,ß z 3 /C 

v* v / ? \ j t me t ] m j / 1 7 i — 1 k Wo ~~~k — 1 /jHIa — fc — X 

— 2 2 (m r fr«) (m r op*) . 1 . b 1 b. r . - . /? 2 ,4 


Mi m 2 

— «2* (uv aß) (uvbß) .a aT 1 1 1 . b m 1 

«5 Z 


fc in, — k 
a ci .. 2 
£ » 

— k — 1 — 1 


-f- — — (urbß) (uvbß ) . a\a'! x 1 . /Z* 1 

u 

fc ui, — fc 

,^MI <7 ““ ^ ““ X jÄf X 


die w r ir später in gleicher, abgekürzter Weise schreiben wollen, wie dies schon 
in (7a) für elementare ebene Curven geschehen ist. 

Wir wollen die so erhaltene Formel doch noch durch Vergleich mit 
dem Pick’sehen i 1 auf einer elementaren Curve der Ebene controliren. Damit 

I a 7 • 0 ] 

die Grundcurve: \ zur ebenen Curve wird, muss eine der beiden 

l «:■ - • ) 

Flächen etwa =_ o, zur Ebene werden, d. h. a m - — u oder - t sein. 
Setzen wir insbesondere « r — x A o, so fällt der bisherige quaternäre Be- 
reich augenscheinlich in den ternären Bereich hinein, und das obige H s reducirt 
sich auf Folgendes: 


m, . , f I -- - 


, , i m.—i—l iM.—i— l ji 

1 (uva)\uvbuia^ x .6 1 b.. 

0 J - z 

* ». , » ] \ i m | t i mi | i 1 1 1 — 1 

— 2 (uvb)\uvb)a a. . b 1 b. 

1 c ? z 


was mit der Formel (7) genau übereinstimmt. 
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Die Formel (28) darf ich aber nicht eher als eine für die gegen- 
wärtige Untersuchung endgültige bezeichnen, bis ich die beiden beim Aufbau 
derselben gemachten Hilfsannahmen I und II (S. (45)) als Folgerungen aus 
den Bedingungen I, 2 ... 6 (S. (42) — (43)) abgeleitet habe. Diesen Punkt 
werde ich also nunmehr in Angriff nehmen. 


§ 11. Von der Nothwendigkeit der beiden bei Berechnung des 

gemachten Hilfsannahmen. 

Um die beiden Annahmen I und II zu rechtfertigen, haben wir jetzt 
Folgendes zu zeigen: — dass nämlich dem von uns hingeschriebenen ! p, wenn 
es nicht den ihm vorgeschriebenen Charakter (Bedingungen 1, 2 ... 6) ver- 
lieren soll, nicht noch Glieder anderer Art hinzutreten können. Wir wissen 
aber schon, dass nach den Bedingungen 1, 4, 5, 6 nur Glieder der in den 
Annahmen I und II erwähnten Arten zutreten könnten. Jetzt ist also nur 
der Beweis rückständig, dass diese beiden Kategorien durch die Bedingungen 2 
und 3 ausgeschlossen sind. Wir wollen jede Art für sich in Betracht ziehen, 
ad Annahme I. 

Es soll gezeigt werden, dass ein Glied des Normal den Factor 
(i nahf bez. (ura[i)‘‘ unmöglich enthalten kann. Man braucht natürlich nur 
eine der beiden Arten zu betrachten; etwa die im § 9 als die Klasse 1 
bezeiclmeten Terme, welche den symbolischen Factor: ( uv ab? aufweisen. Ich 
werde den Beweis so führen, dass ich annehme, es gäbe Terme des >p von 
der Klasse 1 und zeige, dass jeder solche Term den Coefticienten Null 
haben muss. 

Es sei also ein Bestandteil des Normal -’F, von folgender Be- 
schaffenheit: .. . ... „ 

wo die symbolische Form F ungeändert bleiben muss bei Vertauschung von 
z und 1', oder von a und />, oder von « und , 1 . Ich denke mir nun diesen 
Bestandteil w dem der Formel (21) hinzuaddirt, und wende nun auf die 
beiden zusammen : 

(,*P+ ‘P) 


die in (26a) angedeuteten Operationen des Polarisirens und des Substitutionens 
an. Alsdann kommt der Formel (26a') folgendes Glied hinzu: 


Digitized by LjOoq Le 



94 


Henry S. White, (p. 54) 


VM; («'»•'); ( 5 /*)) 

— 2 ( u'v'ab ) . ( a z h h —« h t> z ) ■ F (z, c; a,b;a,ß ) 

- 4 («' f' ab) .ab h .F{z,'C-, a,b-, a, ß) 

(letzteres wegen der Symmetrie des j’ in « und t). Nun wäre es zu verlangen, 
dass sich dieser neue Theil gegen irgend welche der schon in (26a) stehenden 
Terme aufheben sollte, damit die Summe identisch verschwindet. Man merkt 
aber sofort die Unmöglichkeit eines derartigen identischen Aufhebens: denn 
dort enthält jeder Bestandtheil des l F den Factor (u'v'bß), während hier an 
dessen Stelle ( u’v'ab ) getreten ist. Unser ¥" (z,'C; (u'v' 1 ; (zh)) muss daher für 
sich allein gleich Null sein; d. h. die Factorform F(z, Ü; a,b; a, ß) muss auf der 
Curve überall verschwinden., muss also schliesslich oder a"' ! als Factor 
in jedem Term enthalten. Wir haben also das Resultat: 

H s \z , (11 v }) = (n cabf ja"' 5 . F + . /'"} . 

In Worte gefasst: 

Es kann kein Glied des Normal - l i s den symbolischen 
Factor (mabß oder (uraßß enthalten, ohne dass es zu- 
gleich entweder oder a” 1 ’ resp. entweder oder «” l 
enthält; Terme der letzteren Arten sind aber von der 
gegenwärtigen Betrachtung ausdrücklich ausgeschlossen 
worden. 

Damit ist die Annahme I völlig gerechtfertigt, und zwar ohne Hilfe 
der Annahme II. Letztere ist also nur in Bezug auf Terme von den 

Klassen 6, 7, 8, 9 (siehe S. (44), (45)) näher zu begründen. 

ad Annahme II. 

Der Satz, um welchen es sich jetzt handeln soll, kann in Ueber- 
einstimmung mit Seite (45) folgendermaassen formulirt werden: 

Enthält irgend ein Term des Normal -’f' die symbolischen Factoren 
a b zusammengenommen zu mehr oder weniger als dem (m — D** n 
Grade, so hat derselbe zum Coefficienten nothwendig 0. 

Den Beweis des Satzes werde ich so zergliedern, dass ich 

a. die Gesammtheit aller überhaupt möglichen Terme der in Frage 
kommenden Art in (2»i t — 2) verschiedene Reihen zerspalte genommen) 
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und zeige, dass jede solche Reihe an sich der Bedingung 3 genügen muss; 
und dass ich 

b. zweitens darauf zeige, dass die zunächst unbestimmten Coefficienten 
einer beliebigen Reihe lauter Nullen sein müssen. 

ad a. Die erste Zerspaltung bezweckt eine gewisse Homogenität in 
den verschiedenen Theilen. Diejenigen Terme nämlich, welche in den 
Symbolen « : b z zusammengenommen ein und denselben Grad besitzen, sollen 
in eine Reihe zusammengebracht werden. Diese Reihen werde ich dann nach 
dem Grade in a,,b z geordnet denken, vom Grade o beginnend und bis zum 
Grade 2m , — 2 fortschreitend. Gerade in die Mitte, nach dieser Ordnung, 
fällt unser Normal -’F, denn es hat ja in b_ den Grad (m,— i). Von dieser 
mittleren Stelle ausgehend, werde ich nun die successiven Reihen durch Indices 
bezeichnen, — mit positiven oder negativen je nachdem — , wie folgt. Die 
Reihe, die Gesammtheit aller Terme, die in « b_ den Grad (m,— l-M) besitzen, 
bezeichne ich mit Ps +l . Ist der Grad einer Reihe in a.,l> z gleich (»«,— i— A), 
so bezeichne ich dieselbe mit Ps_ l . Dann sind die Terme, welche die 
Annahme II betrifft, insgesammt die Summe: 

»i — i 

Dieser Summe füge ich das ! F der Formel (21) hinzu und behaupte Folgendes: 
Wenn die Form 

m. — 1 

f P'+x + Ps-l + 'r ■ 

(nach (21)) der Bedingung 3 (S. (42)) genügen soll, so muss 
nothwendig jedes Ps +l und jedes Ps_ 1 für sich derselben 
genügen. 

Wird dies einmal bewiesen, so ist der Beweis des vorangestellten Haupt- 
satzes — der Annahme II — um ein Beträchtliches gefördert. In der That 
ist der Beweis dieses Hilfssatzes äusserst leicht, doch nicht sehr kurz. 

Die einzelne Reihe Ps +l muss sich in folgender Weise darstellen 
lassen (cf. (21)): 
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(nvaa) (u vbß) 
+ (wt , 6«) ( uvbß ) 
+ (m aß) (uvbß) 
-f- ( uvbß ) (u vbß) 


m V 1 W * vf ^ Ä *’ »*! — ** -1 iW^— i — 1+A ,t — A A* m 5 — A — 1 1 — A— A Jt+x 

— 1 3 -4 ,.a öl 1 . b 1 . a a „ * .,7 * /f T 

a o *.* * » - * * » '* 

i+1 0 ’•* - r » *' » z ’ z 'I 

W, G7* W **TJ~* /^r * »i t — t — 1 /Wi. — i — 1-fAjt — A A* w.— A jn.— l—k—k 1—1 

3 3 Cj.a a.. 1 .b l b. . a a. * ./? 2 7 T 

X l l ’ k z * z * z r ' * 1 : 

%' W ’2 ; 2). . .a a’" l— * J-i+i . 


Wenn irgend eine Zweideutigkeit zu befürchten wäre, so könnte naan dem 
einzelnen Unbekannten .4 noch einen Index beifUgen: 4^, u. s. w., doch 
ist dies hier überflüssig. Späterhin sind die Werthe der unbekannten Grössen 
A, B, C, D zu bestimmen, jetzt betrachten wir aber blos den allgemeinen 
Charakter dieses Ps +; in seinem Verhältnisse zu der Bedingung 3. 

Um nun die Richtigkeit des Hilfssatzes einzusehen, braucht man die 
Wirkung der Bedingungsgleichung (26a) nicht auf die sämmtlichen ( 2 »m,— 2 ) 
Reihen: 

7H , — 1 


sondern nur die Wirkung derselben auf irgend drei auf einander folgende 
Reihen: 

ps ;.-i + Ps ; + Ps ;.+i 

zu beobachten. Es sei zu diesem Zwecke kurz geschrieben: 

Fs x (z, (in:)) 

I (n iaa)(;Uibß) . (uiba) (uvbß) .(B ) | 

(30) = ! '• M- 

| 4 -(tua ß)(uvbß) ,iC } ) -\-(uvbß)(Hvbß).(D£ J 

Wendet man die in (26a) angedeuteten Operationen auf diesen Ausdruck an, 
so entsteht: 

Ps ; _ (zhj) 

(«' Vbß) («. a h - a h «.) . (A' ; ) + («' v’bß) (/>. a h - ^ « ) (B’J \ 

+ 
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wobei es hier nur auf den Grad der A' k , B‘ k u. s. w. in den verschiedenen 

tu - - ^ 

Symbolen ankommt. Die ganze Summe: 's (Ps +Ji -\- Ps_ k ) unterliegt nämlich 

den an einem Ps soeben ausgeführten Operationen, und das Gesammtresultat 
soll identisch Null sein. Dafür müssen sich gewisse Paare von Termen 
gegenseitig aufheben. Durch eine Prüfung der Formel (31) und die ent- 
sprechenden Formeln für Ps k { bez. P« i+1 wird es sich herausstellen, dass 
kein Term des Ps k sich gegen einen Term in den benachbarten Ps x i bez. 
Ps i apfheben kann, worauf dann das Weitere folgt. 

Sehen wir von dem allen Termen gemeinsamen Factor: ( u'v'bß ) ab, 
und betrachten den Coefficienten des symbolischen Factors: a h in Formel (31) 
bez. in den entsprechend gebildet zu denkenden Formeln für Ps } _ x , Ps i+1 . 
Den Grad des jedesmaligen Coefficienten in (a_, b r ) zusammen, desgleichen in 
(a (i ) zusammen, setze ich nun an seine Stelle in folgender Tabelle: 


Grad des Coefficienten von ( u'v‘bfl).a h in 



a ,b 
z ’ z 

i 

u 

z 9 * z 

£ 

+ 

>- 

1 

7 

+ 

55 

m t — k 

Ä +1 


tw t — 1 — k 1 

1 

p* 

+JH-1 

, -j“ + l 

w 't — 2 — X ; 


Bei verschiedenen ). stimmt der Grad ersichtlichermaassen 
niemals, so dass von einem gegenseitigen Aufheben nicht die Rede sein 
kann. Also muss jede einzelne Reihe Ps k , wie behauptet wurde, an und für 
sich die Bedingung 3) erfüllen. Das heisst, es müssen 

(32a) I Ps k (z,'Z;(u'v');(sh)) — 0 1 

(32 b) | Ps^ (z. («'« '); (~h)) ~~ 0 | 

sein. 

ad b. Die Anwendung der eben aufgestellten Bedingungsgleichungen 
auf die Formel (29) wird die gewünschte Bestimmung der Grössen 
A 1y k> B iik , ■ ■ • liefen). Ehe ich aber darauf eingehen kann , muss ich wissen, 

Nova Acta LVII. Nr. 2. 13 
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welche unter den betreffenden Grössen einander identisch gleich sind. Dies 
sagen folgende Relationen aus, die sich aus (29) vermöge der Gleichbedeutung 
der a und b, resp. der a und ß ergeben: 


(33) 


A*,k — 1 — i + k,k ^i,m , — 1 — k — 1* 

I ^i,k ^ i, m t — 1 — k — 1’ ^i,k ^ rn, — 1 — i + k,k I 


Hierdurch erlaugt Formel (32a) ausführlicher geschrieben folgende Gestalt: 

(34) Ps +Jt (r,L'; (mV); (eh)) = 0 

. H, CT* m,— Jf, ' a * m t — * — 1 — i — l + l,i — 1 k »(, — k — 1 .»«. — Jfc — 1 — 1 Jt-i 

2(u'ibß)(a_a. — a.a). 3 3 A...aa,‘ .b ' b„ . a. er..* ,ß_ - p, 

i /( fl 2 Jl lyK Z ^ 2 W Ä «. J <• 

i a / / #i jwi i v ^CT 1 W 2 ~J — ^ * m * jin. — i — 1 -M ji— 1 — k k m<,—k — 1 a m 9 — k — l — l Jc-i 

+ 2 (u'r’bß) {b r ct h — b h aj . 3 3 B. h .a v a. r l .b 1 . a y a„ 2 .£ * /£ 


h h z> 1+1 0 '»* * ' 


+ 


+ lm * ^ C i,k' al z a T * ‘•f ' 1+ ^j ^ •«J «"' 5 * 

7/i 1 — 1 m., — 1 — >L 


*, f v*.*5 ' 


. b 


m t — t — 1-fAj* — 1 — k k m 2 — A: 


. a a. 
z «? 


A? 1 — i — 1- 


Wie vorher gesagt, müssen hier die Gesammtcoefticienten eines jeden der vier 
Symbole: a h ,1> h ,a h ,ß h , identisch verschwinden. Dies bedingt folgende Relationen: 


| i = A, A-|- 1, . . . m — 2 1 

I. A. h +B.^. , = 0 { . ’ , . ) 

« ,k ' * + l (i = 0, 1, mi 2 — 1— A I 

I i — l, Ml, — 1 1 

II. A.,+ C. hJ _. = 0 , „ ‘ ' , \ 

’,k <,* + 1 1 k — 0, . . »», — 2 — A | 

| i z= A+ h m , — 1 

III. B. t + D. h .. m 0 , , ‘ . 

i,k »,k + 1 | k I, »<, — 2 — A 

IV. C. .+!)., .. = 01, . * , | 

>,k » + l,fc 1 k = 1, m , — 1 — A j 

II <i. .1 _ , = 0 ( i A,A-f-t» • • • Mi — 1) 

i,m„ — 1—1 17 ' 


lila. B. 


, . = 0 u = A+1, 

t.Hl , — 1 — 1 1 ’ 


>«,— 1) • 


Die entsprechende Ausführung von (32b) zeigt, dass nothwendig folgende 
weitere Relationen identisch bestehen müssen: 
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V. 

A.. + B... 

t,K 1 t,A 

° \k=0, .... 

, . m x — 1 
. . w, — 1 


VI. 

A i,k + C i,k 

\i = K ... 
“ ° {* = 1. .... 

. . nij — t 

. . iw, — t 

-A 1 

VII. 

B i,k+ D i.k 

„p'-a+i, . 
- 0 1 i = i 

. . m. — 1 

A 

. . — t 


VIII. 

D i,k 

+ ; 
n — 

:i ii 

o 

'! 

. . Wij — 1 
. . — 1 


Va. 

A X,k 

— o (k — 0, 1, . . 

. . — 1 

-). 

Villa. 

C l,k 

^ 0 (k — 1,2, . . 

. . m * — l 

— A. 


Es folgt nun aus I, V und Va, dass 


ftir jedes (/, /•) sein muss. Dann folgen aus VI, VII, VIII ohne Weiteres als 
Werthe der B, C, D: 

hi - »■ c a, = h,i = 0 

für jedes (/, t). Damit ist der zweite Theil des hier zu erbringenden 
Beweises, b, fertig, dass nämlich jede einzelne Reihe Ps ■. (Z, L-, ( II 1 )) 
identisch gleich Null ist, und also insgesammt: 

m l — 1 

f = » 

sein muss. 

Die beiden Annahmen, I und II, sind nunmehr als nothwendige Folgen 
der dem 'F vorgeschriebenen Eigenschaften 1 , 2 , ... 6 erkannt. Man wird 
fragen: was für willkürliche Elemente sind denn in dem l F stehen geblieben? 
Das schon vorher Gesagte zusammenfassend, sage ich: 

Solche "Formen [>F] und nur solche Formen können den 
Bedingungen 1 , . . . 6 genügen, welche mit unserem, in 
Formel (28) bestimmten l F durch eine Relation folgender 
Gestalt Zusammenhängen: 

13 * 
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welche unter den betreffenden Grössen einander identisch gleich sind. Dies 
sagen folgende Relationen aus, die sich aus (29) vermöge der Gleichbedeutung 
der a und b , resp. der a und ß ergeben: 


(33) 


\ A i,k — 1 — «' + l,k A i,m , — 1 — k — P.’ 

B. . = B. , . . ; C. . = C , 

\ i,k t,m t — 1 — k — A’ *,A m, — 1 — t + A,A l 


(34) 


Hierdurch erlangt Formel (32a) ausführlicher geschrieben folgende Gestalt: 

Ps +Jl (z,'C; (mV); (eh)) — 0 

m l — 1 m 5 — 1 — A 


3 

3 ^4 

A 

o 1 

m, — 1 m 2 

-1 — A 

3 

3 jB 

A+l 

0 * 


i m. — i n, — i — 1 + A,t — 1 — A k m 0 — k — 1 — k — 1 - A i+i 

i a., 1 o.. /£ 


m, — 1 m 2 — 1 — A 


, . £l v, • v i m. — e — 1 ,w. — t-l+A.i — A k m» — k — 1 — Ar — 1 — A Je— l^i 

+ s C i X a z a X J, Z h £ 

— 1 m 2 — 1 — A 

+»WM<»A-VP- s 


_ -p. i m. — i , m. — t — 1 -f A , t — 1 — A A m 2 — A — A — 1 — A Jt — 1— A 

3 D. , . a 1 . 6 1 />.. . a o.. 2 . # * I 

^ I j z u ^ w z l z « | 


Wie vorher gesagt, müssen hier die Gesammtcoefficienten eines jeden der vier 
Symbole : a h , b h , « Ä , ß h , identisch verschwinden. Dies bedingt folgende Relationen : 


I. 

II. 

III 

IV. 

II a. 
lila. 


A i,k+ B i + \,k 


A. . + C. h .. 

?,A 1 t, A -f 1 

B. , 4-D. . 

/, A ij h -f- 1 


= 0 


C ,\k + ]) i + hk ~ 0 | k = 


A. 

V 

B. t . 

i,m a — 1 — A 


i — A, A -)- 1 , ... m 1 — 2 I 

k = 0, 1 wt, — 1 — A | 

A »«, — 1 1 

(),... m, — 2 — A J 

A + 1; m, 1 I 

1, m,— 2 — 1 J 

A, •»»,— 2 | 

& — 1, «»,— 1— A j 

0 (i = A,A+1, ... m — 1) 

0 (i — A — ( — 1 tn 1 — I). 


1 i 

°u 

I * 

°u 


Die entsprechende Ausführung von (32b) zeigt, dass nothwendig folgende 
weitere Relationen identisch bestehen müssen: 
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V. A.. + B... 

t,k 1 «,*• 


VI. A..+ C.. 
i,A* 1 i.A* 

VII. £..+2).. 

t,K 1 t.A* 

VIII. <?., + £, 
i,A* 1 t,k 

Va - 

Villa. 


= 0 


I* 

"ü 


~ 0 


k = 


i 


u 


-- 0 


t — 


A- = 
0 (k 
0 (k = 


A 1, . 
0» .... 

k, .... 

l, • • •• 
A.+ 1, . 
1 , .... 

k -F i > • 
i) .... 

o,i, .. 
1,2. 


»i, — t 
m, — 1 — l 

>M,-t | 

tu , — l — ). | 

•fl, 1 

iw 




IW. — 

m 


iw, — 1 — X 


iw, — t — l. 


Es folgt nun aus I, V und Va, dass 


A . j — i4 . i * — , * — 0 

i.A* t-fl.A* A,A* 

flir jedes (/,A) sein muss. Dann folgen aus VI, VII, VIII ohne Weiteres als 
Werthe der B, C, D: 

**i,k ~ C i.k ~ °’ D i,k — 0 

I 

für jedes (i, k). Damit ist der zweite Theil des hier zu erbringenden 
Beweises, b, fertig, dass nämlich jede einzelne Reihe Ps jL (z,'C;(u r>) 
identisch gleich Null ist, und also insgesammt: 

m t — l 

f (»+,+»_,) = 0 

sein muss. 

Die beiden Annahmen, I und II, sind nunmehr als nothwendige Folgen 
der dem l F vorgeschriebenen Eigenschaften 1 , 2 , ... 6 erkannt. Man wird 
fragen: was für willkürliche Elemente sind denn in dem l F stehen geblieben? 
Das schon vorher Gesagte zusammenfassend, sage ich: 

Solche Tonnen [V] und nur solche Formen können den 
Bedingungen 1,...6 genügen, welche mit unserem, in 
Formel (28) bestimmten durch eine Relation folgender 
Gestalt Zusammenhängen: 

13* 
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1 


(35) 


m = 


V+a”'.F t (ß& + a£'.F t &g) 

+ iabaß)'(u v v-v)*. f Sy T etri ? he !T de ? 
1 z C C z l der ä, und der a, /?. 



Hierbei bedeuten F X ,F,, Formen, welche den Klassen 1, 2, 6, 7, 8, 9 (S. 44) 
angehören können. Um dieses Resultat an einem besonderen Beispiel zu con- 
troliren, habe ich dasselbe mit der Formel verglichen, welche von Herrn 
G. P i c k in einer schon citirten Abhandlung *) abgeleitet worden ist. Auf einer 
elementaren Raumcurve vierter Ordnung: a‘ z = bl — o, «* = ß* = o bestimmt 
Herr Pick eine Form [P] --- P durch unsere Bedingungen 1, ... 5 und die 
Eine weitere, dass P eine Combinante der beiden Grundformen sein soll. 
Der Vergleich ergiebt Folgendes : 


P ‘F-f- (Verbindung von ~(abaß> 2 . — w.r )■ 

z z 48 z * z 


Sowohl hiernach, als auch aus anderen Gründen wäre es interessant, unsere 
Aufgabe dahin zu erweitern, dass man sucht, die in dem [<F] auf der allge- 
meinen elementaren Raumcurve übrig bleibende Willkür durch Verlangung der 
Combinanteneigenschaft womöglich zu eliminiren; eine diesbezügliche Unter- 
suchung möchte ich mir für später Vorbehalten. In den folgenden Paragraphen 
kommt es mir darauf an, das hier gesicherte Resultat auf höhere Räume aus- 
zudehnen. 


§ 12. Die Form ’F auf elementaren Curven im vierdimensionalen bez. 

in höherem Raum. 

Die eben beendeten Entwickelungen lassen sich offenbar für elementare 
Curven in beliebig ausgedehntem Raume ohne wesentliche Aenderungen wieder- 
holen. Es ist nur zu beachten, dass die in der Formel noch verbleibende, 
von uns unbestimmt gelassene Willkürlichkeit bei wachsender Dimensions- 
zahl beständig vermehrt. Ohne die selbstverständlichen* Rechnungen hier 
durchzumachen, werde ich, unter Einführung der schon im § 1 benutzten ab- 


! ) Note auf S. (8) unten. 
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kürzenden Schreibweise, erst die Formel (28) für Curven des R 3 , dann ihr 
Analogon fiir elementare Curven des R t hinschreiben, und die beim Letzteren 
ausser Betracht gelassenen Terme andeuten. Darnach wird die Ausdehn- 
barkeit der Formel auf höhere Räume ohne Weiteres klar sein. 

Die Bauart der Formel (28) gestattet die Einführung des Zeichens: 


D 

~ (rt ,b~) 
D. z * 


r tf 
a b 
2 2 

r x r 

a c b ; 

a b 
2 2 

fl. h * l 

fc V , 


r. T i i 1 l t 1 | T lv 

f a z a c K h i >• 


wie es ja in § 1 gebraucht ist, mit dem Unterschiede, dass a dort eine 
ternäre, hier aber eine quaternäre Form bezeichnet Im Folgenden soll dasselbe 
Zeichen auch bei Formen von fünf homogenen Veränderlichen gebraucht 
werden. Die Formel (28) wird sich mit Hilfe dieses Zeichens schreiben 

lassen: 


wi, . m, . l P(e, C; (md) — 


(« vaa ) (urbft ) . (a^, b ( ) . ^ («., ß ( ) 

D , D 

— (urba) (Ui bß ) . — — (a z , b^ . a g , a { . (a g . ß.) 

D D 

— ( uvaßAm bß ). p (d z , b c ) . — (a 2 ,ß c ) . a g a ( 

D i 7) 

-4- (»!•&/*) (ttrbß ) . — ^ — (a f , b£.a g a ( .- — (cr ? , /* f ) . o. « f 


Im vierdimensionalen Raume sei nun eine elementare Curve von 
(m, . mi, . m,)-ter Ordnung durch die drei Gleichungen zwischen den Coordinaten 







»- 0 , 


dargestellt. Mit Hilfe der beliebig anzunehmenden Grössen (« i- ) schreibt sich 
das Analogon der obigen Formel, welches evidentermaassen den sechs im 
§ 8 aufgestellten Bedingungen genügt, in folgender Gestalt: 
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D 



(u vAaa) 

(uvBbß). 

m | 

A 

(A z ,b c ). 

m* 

A 


»rt ;l 

A 





D 


A. 


Z> 


— A A f . 

2 C 

( uvBaa ) 

(uvBbß). 

A 


1H* 

A 

XV 

• A 





D 


D m 

1 

D m 


— a a, . 
z C 

(«r Aba) 

(u vBbß ) , 

m, 

A 

(A Z .B ( ). 

ITt ^ 

A 


X 





i) 


D 


A» , 

1 

— « ß. . 

Z 1, 

(uvAaß) 

[uvBbß), 

A 

iA.BX 

IW ? 

A 

(a z ,b£ 

ttig — j 

A 



D 


D 


+ a z a ( .a z a ; .yui •Ab(t)(nvBb(f). -£' {A g ,B£.--£ 1 ia g ,b ( ).— "£ ‘ (ß^) 


m , — 1 


D 


D 


D 


+ Ä Z A ( . a z a ( .(«rBa(t) (ui-Bb,i) . m £ 1 (A_, B^> . £■ (a„, b (! . ,n £ - (a g ,[i£ 


I) 


-\-A z A ( .a js a ( .(itrBba) [uvBbß). m £ 1 [A,.Bj. "£— £ J (ß../^) 


D 


m 9 — 1 


D 


D 


— Ä z A ( . a g a ( . a z a ( . (m-Bhfi)' . m £ l -[A z ,B ; ). "£— («^O. — ~£ ~ ! ■(«*./?£> 

Willkürlich ausgeschlossen sind dabei nur 

erstens: solche Glieder, welche irgend eine der Formen 


1) 


m 9 — 1 


i) 


in., — 1 


A m ',A';'.a m ’,a™\a m \a”'* 
z ' ; ■ z ’ 4. z ’ { 


als Factor enthalten; ausserdem 

zweitens: solche Glieder, welche symbolische Factoren der 
folgenden Typen enthalten: 

(, ABabaY iu_ i: ^ — «■/•_)’ oder \ABaba) . (A Bub ft) . [u_ i\ — 

sowie der aus diesen durch Permutation der Grundformen entstehenden 
vier Typen. 

Die Ausdehnung dieser Formel auf höhere Räume und die in ihr 
dann noch verbleibende Willkiirlichkeit ist nunmehr evident und braucht nicht 
hier verfolgt zu werden. 1 ) Hiermit haben wir also die Anfangs dieses 
Kapitals in Aussicht genommene Aufgabe völlig erledigt. 


i) Betreffs mehrfach überdeckter elementarer Curven in höheren Raumen möge auf die 
Note 1, S. (14) verwiesen werden, wo mau die Zahl der Veränderlichen beliebig festsetzen kann. 
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* 


Kapitel IV. 


Die Darstellung der Form v auf elementaren Curven eines 

beliebigen Raumes. 

$ 13. Allgemeines über die Form v. 

Die Form A ist schon in der Einleitung definirt als 


X(x,!r, t,t', ...t?) — Alg. (x,y; t,t'. . . . t 1} )Tli(u v ( — u ( v ) (u f.-un), 

o y j 


wo die («»•) beliebige Hilfsgrössen bedeuten und p das Geschlecht derGrund- 
curve ist. \ ist schon damals eine algebraische Form auf der Grund- 
curve genannt, und dies ist, wie wir nach den Erläuterungen des Kap. II 
begreifen, eine durchaus richtige Bezeichnung. Ehe ich nun auf die Aufgabe 
eingehe, die Form x auf besonderen elementaren Curven in einer algebraischen 
Formel wirklich darzustellen, möchte ich hier erst vier nothwendige Eigen- 
schaften der Form A hervorheben: 

1) Die Form x ist auf der Grundcurve als Function einer jeden in 
ihr vorkommenden Variabeinreihe endlich, eindeutig, algebraisch und ganz. 
Es folgt daher aus dem Satze über das volle v Formensystem auf einer 
elementaren Ourve, dass sie durch eine in den Variabein jeder einzelnen 
Reihe rationale, ganze, homogene Function darstellbar ist. Diese erste Eigen- 
schaft des a bedarf wohl keiner weiteren Erläuterung. 

2) Die Form x ist von der besonderen Wahl des Integrals Z X J 
(siehe (4)) unabhängig, sie ändert sich also nicht, wenn man sämmtliche 
Variabeinreihen x, y, t, t p einer linearen Substitution von der Determinante 
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Eins unterwirft (wobei die u, v natürlich die transponirte Substitution erleiden) 
und die transforrairten rp als neue Formen cp' auffasst. Daher muss x 
eine simultaneCovariante der Grundformen der zu Grunde liegen- 
den Curve und der Formen erster Gattung q> i (t), q> t (t), . . . q> p (t) sein. 

3) Ersetzt man die Formen cp durch irgend p linear unabhängige lineare 
Verbindungen derselben, d. h. substituirt man die cp linear, so wird x nur so 
geändert, dass es mit der Determinante dieser Substitution multiplicirt wird. 
Ferner muss Alg. (x, y, t, t\... t p ), folglich auch X(x,y,t,f, . . . t p ) verschwinden, 
falls sämmtliche (p-M) Punkte t {i] zu Nullpunkten ein und derselben linearen 
Verbindungen der Formen cp werden. Es muss also gelingen, A' durch eine 
Formel folgender Art darzustellen: 


(37) 


VtWvS?) ■ ■ ■ 

(pjt) (pst') . . . cp t (t p ) 




y (t p ) 

Y p 


wo die A’' 0 , A ' , . . . nach 1) rationale ganze Functionen sämmtlicher Variabein 
bedeuten. Damit 2) noch gilt, müssen ferner die Formen A' 0 , A',, . . . Ay 
für sich Covarianten der bei der Definition der Curve benutzten 
Grundformen sein. Es ist jetzt nur nöthig, von der Form A'; zu reden, 
denn aus ihr ergiebt sich jede andere Form A'. dadurch, dass man die (t) 
mit den (ft) wechselt: 

X' 0 (t.ft) ^ A-;.(f' ,<). 

4) Um Etwas über den formalen Ausdruck für die Form X' 0 zu er- 
fahren, nehmen wir als Grundformen der elementaren Curve im folgende an: 


-W 


> f m 




L 


"(»-!) 


(n— 

— a i 


Zählen wir dann den Grad des a; in den verschiedenen Symbolen « l , a\ ... a n ~ l 
und in den «, v, resp. in den Coordinaten x, y, t, t p ab. Nach unseren 
Fonnein (4), (5) und (13) haben wir Folgendes: 
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Der Gesammtgrad des a; in Punktcoordinaten beträgt 

»m, + >», + . . . + m n l —n — 1 + 4;>+ 4 
— S+4i> — n + 3. 

Der Gesammtgrad des a; in Symbolen a0’,«( 2 >,a(" — 0 und in Co- 
ordinaten «, r beträgt 

«',+»«,+ ••• +«' n _ 1 + 4*>-M 

** S+4j> + 4. 

Vergleichen wir diese Zahlen und bedenken, aus was fiir symbolischen Fac- 
toren eine Covariante zusammengesetzt sein kann, so wird es evident, 
dass die Form x mindestens die erste Potenz des Factors; 
(« v «0) ai 2 ) . . . «("— !)) enthalten muss. 

Das sind vier Eigenschaften des a , auf welche man ohne weitere 
Untersuchung schliessen konnte. Eine fünfte wesentliche Eigenschaft, deren 
Begründung zwar nicht schwierig, wohl aber etwas ausgedehnt sein würde, 
werde ich hier ohne Beweis annehmen: 

5) Die Reductionsform A, also auch A 0 ', ist nicht nur in 
Bezug auf die Variabein x, y-, t p ; «, r, sondern auch in Bezug 

auf die Coefficienten der Grundformen f , f u. s. w. rational 

m t 'w, 

und ganz. Sie ist also in jedem Sinne des Wortes eine rationale 
ganze Covariante der Grundformen. 

So viel mag im Voraus über die Beschaffenheit des A' genügen. Indem 
ich nun die wirkliche Construction einer der Formel (37) entsprechenden 
Form v anstrebe, werde ich die Schwierigkeiten des Problems folgender- 
maassen zu trennen suchen. Von der Formel (11) ausgehend, werde ich 
das A' für die ebene C\(p= 1) in die Form (37) bringen. Bei p— i noch 
bleibend, kann ich dann das gewonnene Resultat auf die Raum-(7 4 , den 
Schnitt zweier Flächen 2 ,er Ordnung, leicht ausdehnen. Als dritten Fall führe 
ich nach allgemeiner Methode die Bestimmung des \ 0 ' für die ebene C t vom 
Ge8chleclite p — 3 aus, und constatire die Uebereinstimmung des Resultats mit 
einer directen Rechnung nach Formeln (9) und (10). Durch diese Beispiele 
belehrt, bestimme ich auf dieselbe Weise \ ' für die elementare C der Ebene 
und komme schliesslich durch Verallgemeinerung darauf, eine Formel mit 
Nova Acta LVII. Nr. 2. 14 
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zunächst unbekannten numerischen Constanten für das JV 0 ' auf einer elementaren 
Curve des dreidimensionalen Raumes aufzustellen, die sich hinterher in der 
That als berechtigt erweist, so dass durch genaue Fixirung ihrer Constanten 
unsere Aufgabe für den E 3 völlig erledigt wird. Die Verallgemeinerung des 
Resultats auf elementare Curven in höheren Räumen bietet darnach keine 
Schwierigkeit mehr, vielmehr versteht sich das Weitere ganz von selbst. 


$ 14. Die Form \ auf elementaren Curven vom Oeschlechte p= i, 
nämlich der ebenen (\ und der C ( des Ä,. 

Die im § 3 gefundene Formel (9) für das x auf elementaren ebenen 
Curven ist noch nicht zur Verallgemeinerung geeignet, denn sie entspricht nicht 
genau dem in (37) als allgemein erkannten Typus. Sie enthält erstens implicite 
einen fremden Factor: ( xyh ) m ~ 2 (siehe (10)); zweitens treten bei ihr die 
Determinanten aus Formen <p bez. auch die einzelnen A 0 \ X', u. s. w. nicht 
explicite hervor. Um die Division durch den fremden Factor ausfdhren zu 
können, sowie auch um die einzelnen Formen x;,x;, n. s. w. gesondert auf- 
treten zu lassen, nehme ich jetzt die schon vorher besprochene Umgestaltung 
der Formel (9) vor. Für die Verallgemeinerung auf den Raum bietet der 
niedrigste Fall, p = i den Vortheil, dass er durch eine elementare Curve 
sowohl in der Ebene als auch im R t vertreten ist; und den weiteren Vortheil, 
dass bei ihm keine Determinanten aus Formen q> in Betracht kommen. Aus 
diesen Gründen ziehe ich es also vor, der Behandlung der ebenen C und 
der Uebertragung des Resultats auf Curven des R 3 die Construction des x 
auf der ebenen C t und die Verification einer analogen Formel für das A' auf 
der <\ erster Species des R 3 vorauszuschicken. 

Was die ebene (\ angeht, so ist die Formel (1 1) einem bloss 
rechnenden Verfahren zugänglich. Dieselbe wird zunächst leicht in folgende 


Gestalt gebracht: 


u h a \ r ‘ m , r ‘> n < 


xyh) 


~ a h a V 'I 

2 «.«’ x\ 

n x 1 

a]a x ■2x l h l 
0 h\ 

U h 4t y 

2(l h a l ^ 
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Zerlege ich hier die Determinante nach den Elementen der ersten Verticalreihe und 
bezeichne die entsprechenden Unterdeterminanten mit — g t . -\-g,, -\-g,, u. 8. w., 
so ist: 

(88) x.txjfk) = 2a h a i-g» +a h a r-g*+ a h a t-g>+ 2a h a l-g*)’ 

und es kommt nun erstens darauf an, die g. auf Aggregate von dreireihigen 
Determinanten zu reduciren. Eine solche Reduction der g lt g,, g,, g 0 liefert 
das zuerst von Herrn W. Godt 1 ) gegebene Verfahren. Flir g t bez. für g h 
ergiebt sich die reducirte Form nach blosser Inspicirung und Fixirung einer 
numerischen Constante. Auf solche Weise fordert man: 

g l — — (xyh)\(xt'h) (yt'h) 
g , — -\-(xyh)\(xth)(yth) 
g, --- -\-(xyty.(tt'h) ,(yth)(yt'h\ 
g t — (xyh).(xtt').(yth){gt'Jif 
g t — + (xyh).)ytt’)(xth)(xt J h ; 
g a - — (xyh) , (tt'h) (xth) (xt'h) . 

Jetzt denke ich mir diese Werthe der g. in (38) eingetragen, und die Glieder rechts 
und links durch .(xyh) dividirt. Die Formel gewinnt etwas an Ueberslchtlich- 
keit, wenn ich nun zweitens die Terme, welche g t , g^ enthalten, so raodificire, 
dass das Symbol a h nur in der ersten Potenz vorkommt. Es sind identisch: 

a l a x (xit ') = a h a ' x (* rh ) ~ “ h a x a t (* rÄ -'+ a h a x a v ( xth) ’ 
a k a y (ljtr) — a h a ' v (tt ' h} ~ a h a ij a t ( y t ' h) + a h a y a t' (j,th ' > - 

Die Zusammenziehung der resultirenden Formel ergiebt für x: 

— . (xyh ) . (xt’h) . (yt'lo 
+ a^a’, . (xyh) . (xth) . (yth) 

+ (tt'h) . ( yth ) . (yt'h) 

— a^ä* .(tVhy. (xth) .(xt'h) 

+ a h a x a t - ixt 'b) - (yth) . {yt'h) 

— n h a x a t' {xth ) • ( ^ i ' h) ■ (y (h) 

— a^a^a t . (yt'h) . (xth ) . (xt'h) 

+ a i t a y a ( , ■ (ytb) . (Xt'h) . (xth) 

l ) lieber den Connex erster Ordnung und zweiter Klasse (Göttingen, 1878); 8. 10 — 12. 

14* 
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Endlich möge der Werth des r' durch Betrachtung der Grenze lixirt werden, 
welcher sich die Form a bei x = t nähert. Ersichtlichermaassen wird 

Alg. (x, y; t, t') — — Z^ y bei x — t gerade so unendlich , wie (_ bei 

dt = 0; d. h. wie 

\ a,al 
I h t 

(xth) 

~ x=t 

Daselbst erhält aber der Ausdruck: 


Alg. x, y , t, t ) i^xth) ixt'h) ( yth ) ( yt'h ) 

den Werth: 

ir ' a h a t I 

(xth) I 

x = t 


Daher folgt aus dem Vergleiche, dass 
(40) V = l 

O 


sein muss, was übrigens mit der Angabe im § 3 Ubereinstimmt. 

Es ist nun von selbst klar, wie sich dieses A', (39), in Ueber- 
einstimmung mit (37) in zwei Theile spalten lässt, so dass 

(4t) X = '*o ^j, und X\(U') = X'„(t’, t) 


ist. Ich darf die Hilfscoordinaten h lt h„ h 3 durch zweireihige Determinanten 
(«.»•.) ersetzen, und die Abkürzung: (xt) statt (uv—u.r) einfiihren; dann 

1 K X t t X 

ist einfach: 


(42) 


Xt 


iyt) O/O g (“' «) «’ •(«') 
+ (yt)tyt)' . 2 (ura) a x x t .(xt') 
+ (yx) ( yt ') . 2 ( uva ) o* . (xf) 

— (xf)(xt'j. ’ (ura)a a t .{yf) 

— (xt)(xt'). Q (itra) <r . \t /') 


Diese endgültige, dem Typus (37) entsprechende Formel braucht keiner weiteren 
Verification unterworfen zu werden, denn sie ist aus der an sich richtigen 
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Formel (11) direct abgeleitet worden. Dieses mag hier betont sein, weil ich 
in allen folgenden Fällen demgegenüber das A nach seiner Abhängigkeit von 
den Hilfsgrössen (» rj werde prüfen müssen. Die Formel (42) enthält, 
mit (41) zusammen, die endgültige Lösung unserer Aufgabe für 
die ebene C, vom Geschlechte p — i. 

Für die Kaum - c t vom Geschlechte p = i ist es nun äusserst leicht, 
eine entsprechende Form a; aufzustellen und deren Richtigkeit zu controliren. 
Dieses Weiterschreiten nach Analogie wird überhaupt im gegenwärtigen Kapitel 
zur leitenden Methode , von der eben nun eine erste Anwendung gemacht 
werden soll. Die C t sei durch die Gleichungen: 

a* = 0, a* = 0 

2 9 2 

gegeben. Vergleichen wir das zugehörige <ho y : 


(Ui) — 


(u r , — u . v ) 

' z dz dz z 

(uuaa)a r a 


mit dem der eben betrachteten ebenen c\ [bl = 0) zugehörigen dio : 


< 1(0 — 

z 


(u v. — u, v ) 
z dz dz z 

(uvb) bl 


In ganz entsprechender Beziehung zur Formel (42) steht eine jetzt näher 
zu prüfende Form, die ich durch Einsetzung der richtigen numerischen 
Constanten schon vorab ergänzen will. Es soll folgende Formel geprüft werden : 


(43) 


x: = 


( yt) iy?) . g (uvaa) . u r . a x . (tt 1 ) 

(uvaa).(a x a t -f a t aj.(xf) 
(yx)(yt'). | (uvaa).a t .a t .(,xt') 

(xt) ixt'). ^ («raa).(a y a { + a f a y ).(yt') 
ixt) ixt') . ^ (uvaa) . a y . a y . (tt') 


*) 


J ) Fortan soll unter (yt) etc. immer (u r ( — u t r ) . . . verstanden i werden. 
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(44) x =, x;-x; 

Das richtige Verhalten des x gegen Vertauschung von .>■ und y, resp. 
von t und t', ist schon in seinem Aufbau gesichert; es ist nämlich: 

X{x,y ) = —X(y,x) und 

X(t,r) - ~X(t\t). 

Darüber hinaus hat aber v zwei und nur zwei Forderungen zu genügen, welche 
sich unmittelbar auf den Quotienten: 

X(j \y-, f, t' ; ( in- )) 

( xt)(xf)(yt)(yt ■'> 

beziehen. Erstens muss der Quotient bei .>■ -- t unendlich werden, wie 

[Uiaa)a t .a t 

ixt) 

(worauf dann das Entsprechende für r __ t', y — t, y — t' von selbst folgen 
wird). Zweitens muss der Quotient auf der Curve von den beliebigen Hilfs- 
grössen (u. t fc ) ganz unabhängig sein. Da wir im Voraus keinerlei Beleg für 
die Richtigkeit der Formel (43) haben, so müssen wir hier, im Unterschiede 
von dem Falle der ebenen C„, die versuchsweise aufgestellte Formel nicht 
nur hiusichtlich der einen, sondern auch hinsichtlich der anderen Forderung 
ausführlich untersuchen. 

Die erste Bedingung wird sicher erfüllt. Denn setzt man x = t, so 
verschwindet ein Theil der Terme in (.vj — a\') identisch und es wird aus 
dem übrigen Theile die Form: 

V - ^ ( g + 4 + 4 + g j • i aa > u t • “t ■ w W) ’ 

und Division durch y.rt).(xt') .(yt) .(yt') liefert in der That den verlangten, an 
dieser Stelle unendlich werdenden Quotienten. 

Was die zweite Bedingung anbetrifft, so ist es zweckmässig, die Punkte 
x, t, v. y zu Paaren als auf der Curve fixirt bez. veränderlich, die Hilfsgrössen 
(m. cp als laufende Coordinaten einer Raumgerade aufzufassen. Unsere zweite 
Bedingung für das v ist nun der Bedingung 8) des § 8 für das W ganz 
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ähnlich, und die darüber im § 10 angestellten Betrachtungen und Ausdrucks- 
weisen lassen sich rautatis mutandis an dieser Stelle wiederholen. Des 
Näheren verweise ich auf Seiten (47) — (50), indem ich mich hier der dort 
benutzten Processe bediene. Die Bedingung, um deren Befriedigung es sich 
handelt, lässt folgende geometrische Forraulirung zu: 

Der Quotient: 

\ t, f; («•••*>) 

(xti.ut').(yt).(yt'i 

soll, als Function der Liniencoordinaten (u. v k ) betrachtet, bei 
keiner Lage der Geraden (,«<•> im Raume Null oder Unendlich 
werden. Dies zieht mit sich, dass Zähler und Nenner gleich 
Null gesetzt ein und denselben Complex gerader Linien (uv) dar- 
stellen sollen, sofern die Punkte x,y,t,t' genöthigt sind, auf der 
Grundcurve zu liegen. Kurz, das Glcichungssystem: 


V (s,y, t,t'; (M, « p) — 0 

«’ « 5 i—al — a\, - 0 

x y t t' 

«’ — — «? — «’ — 0 
>J t t' 


in laufenden Liniencoordinaten (u r ), soll mit der einzelnen 
Gleichung: 


( V - V'J-K't- “r'J ■ 'V“ V • ( ",v 


« V ) - 0 

t' 1/ 


äquivalent sein. 

letztere Gleichung ist das Product der Gleichungen von vier Complexen 
erster Ordnung, stellt also die Gesammtheit aller Geraden dar, welche irgend 
eine der resp. Leitlinien u t, j c, yt.yt' treffen. Wegen der schiefen Symmetrie 
des x in x und y, bez. in t und v, brauche ich nur nachzu weisen , dass die 
Gleichung a — o sämmtliche Geraden eines einzelnen der vier Complexe, 
etwa die Trefflinien der Verbindungsgerade xt darstellt, denn daraus folgt 
das Uebrige von selbst. Statt der Coordinaten (n. i fc ) schreibe ich, wie vorher 
(/ )( /< r ) , setze dann V(« v) — X(lh) und verlange nun, dass die Gleichung: 
X I h) — o für jeden beliebigen Punkt A des Raumes befriedigt sein soll, 
wenn nur der Punkt l auf der Verbindungslinie der Curvenpunkte x und t 
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liegt. Das kommt darauf hinaus, dass ich in die Gleichung X(lh) = o, die 
eine Gleichung vierter Ordnung für den Punkt / ist, die Werthe 

r.+l.r(i = 1 , 2 , 3 , 4 ) 

eintrage und verlange, dass die resultirende Gleichung für beliebige 
/(,, A.„ h 3 , h, und beliebiges /. identisch erfüllt werde, vermöge der 
Voraussetzungen: «’ ^ a’ = « ’ = «* = o. Verstehe ich unter X{.r,h) 
die Form: 

-V (./,//) — : [\ U,y;t,t’;(lh)j] 

(1 - x) 

so lautet die identisch zu erfüllende Gleichung folgendermaassen : 

(45) X(.r,h) + k.[t^ -V(.r,Ä)+ ^ (j-, ä) + (/ ,V -h Ä*. = 0. 

(Hierbei ist z. B. x (s, A) eine Abkürzung desjenigen Ausdrucks, der 

ausführlich geschrieben so lautet: 

(f/J X(:r,A) - | |r(/.^) -V (.»',»/; f/A)) | ). 

- ,rl 


Die so formulirte zweite Bedingung bringen wir nunmehr bei der 
versuchsweise aufgestellten Form X (44) zur Anwendung. Solche Terme aber, 
welche den Factor (n >■ — u. r ) explicite enthalten, genügen der Bedingung 

XI t X 

ohne Weiteres und dürfen ausser Betracht bleiben. Statt der Gesammt-Form X 
ist hier also nur folgender Bestandteil K derselben zu betrachten: 


\ Kih h) *= 


* (ytlh) iyt'lh) {trili) ,\a J u h —a h uj)a r u x 
+ ^(ytlli)(ytnh)(sVlln.(a ] " l —a h a l '(,a j <x t -f- a ( a r ) • 
+ (yxlh) (jft'lh) (j t'l h) . n t a t 


Die fünf Bedingungen, welche aus (45) durch Nullsetzen der Coefficienten 
von resp. Ä°, . . . /* entstehen, bezeichne ich mit (45. 1), . . . (45. V). Von den- 
selben sind die erste und die letzte ersichtlich erfüllt. 


Digitized by 


Google 



AbeTsche Integrale, (p. 78) 


113 


(4511'* 


(45III) 


(45 IV) 


(451) K (x, h) =--- (ytxh)(yt'jh)(tl'uh).(a'* e .a x a h —a h a x a*) — 0, 

Kit, In — - (yxth)(yf th)(xt'th ) . (a’.a^ — a t (, h ’ a t ' ~ 11 ’ 

(vermöge = a’ — a’ — «’ = o). Bei der Ausführung der übrigen drei 
Theile der Gleichung (45) darf ich, wie es schon in diesen beiden geschehen 
ist, solche Glieder weglassen, bei denen eine identisch gleich Null werdende 
Determinante (z. B. ( ytth )) auftritt. Ich linde also Folgendes: 


? 3 j Kur, ln 


(yt.rln (y t' i h) (tt'xh ) . (o* . a r « Ä — «/'/, • «’.* 

1 ? 

-\-(ytj'h)(yt'jrh)(tf.rh) . (a a a a h — a a, . a a ) 

«r * jt n «i p h jr t 

i * 

A- (ytxh\ (yt'xh) (xt'th) .(a* .a.a, -}-a a A .a a, — a a..a a . — a,a,.a *1 
1 • ' ' ' x t h ' x t x h x h x t t h x 


0, 


(wo durch gleiche, oben angesetzte Ziffern angezeigt ist, dass sich gewisse 
Glieder gegen einander wegheben), 


(,/J W) = 


(ytxh) (y 1' t h) (tt’xh) . ia^a^a^ — a^'Ta^ 

1 * 

+ (ytxh)(yt'th) ( xt'th ) . («’ ■ a t a h Jra x a tr a x a h~ a x a tn a x a t~ a t a h • “P 
+ (.VGÄ) (y/'x/z) (a-r th) . (a^ . • « e « A — « T « A • — « e «A • “«“P 

3 * 

+ (. yt'xh ) (xt'th) . (« r a f . . a x a { ) 


0, 




K(jrJt) — 


(ytxh) (y t'th) (xt'th ) . (a x a t . « t « Ä + a\ . ««,, - « r «A • “J“ W V*P 

1 3 

+ (yxth)(yt'th) (xt'th) . (« e « r a t a h- a x a t } 

+ (y^7A) (yt'xh) (xt'th) . (aj. a ( a / —u t a h . «’> 


Das Ergebniss der letzten fünf Gleichungen ist dieses, dass die Form K(l,h) 
für die Coordinaten (/ Ä fc ) einer jeden Geraden zu Null wird, welche die Ver- 
bindungslinie der beiden Curvenpunkte x und t trifft. Dasselbe gilt also von 
der Form X (43) und (44), welche daher auch der zweiten von uns auf- 
gestellten Bedingung genügt. Zusannnenfassend linden wir endlich: 

Nova Acta LVIL Nr. 2. 15 
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Auf der elementaren Raumcurve vierter Ordnung ist die 
versuchsweise aufgestellte Form X (44) in jeder Hin- 
sicht richtig. Formel (43) und Formel (44) stellen also 
thatsächlich die Reductionsform X dar. 

Die so ausführlich gegebenen Einzelheiten der blos rechnerischen 
Operationen mögen als Vorbild aller solchen im Folgenden dienen, die ich der 
Kürze wegen unterdrücken werde. Ich kehre nun zur Aufstellung eines 
typischen X auf elementaren ebenen Curven von höherer als der dritten 
Ordnung zurück. 

$ 15. Die Form X auf der ebenen C, vom Geschlechte p = 3, in 
allgemeiner typischer Gestalt. Selbstständige Bestimmung der 

Constanten. 

Die Construction der Form X auf der elementaren c\ der Ebene kaun 
auf zweierlei Wege zu Stande kommen. Man kann sie erstens aus der 
Formel (9) durch eine längere Reihe von Zwischenrechnungen in eine dem 
allgemeinen Typus (37) entsprechende Gestalt überführen; diesem Wege bin 
ich selbst gefolgt. Hat man aber einmal die Gestalt (37) als typisch erkannt 
und ist man im Besitze der Formeln (43) und (44) für den niedrigeren Fall 
in — 3, p - 1, so ist der zweite Weg der leichtere und vernünftigere, denn 
die sonst öfters umständliche Schreibweise der Invariantentheorie der linearen 
Transformationen gewährt doch in manchem Falle die Möglichkeit einer 
directen Uebertragung der Formeln auf Räume von mehr Dimensionen. Der 
zweite Weg besteht nämlich in der Aufstellung einer vermuthlich richtigen 
Formel unter Leitung der Analogie, und in einer zweckmässigen Untersuchung 
derselben mit Bestimmung ihrer zunächst unbekannten Constanten. Im Falle der 
ebenen (\ schliesse ich mich insoweit an die letztere Methode an, als ich in das 
Resultat der directen Ausrechnung die gehörige Anzahl unbestimmter Con- 
stanten einführe und zeige, wie sich dieselben dann eindeutig bestimmen 
lassen. Der Zweck dieses Vorgehens ist blos der, bei noch verhältnissmässig 
geringen Zahlen o 4, p — 3.. die nötlnge Einsicht in die Anwendung der 
zweiten Methode zu erlangen, um dadurch die Lösung unserer Aufgabe bei 

beliebigem ^n - - >n, p 1 1 '..T 2 'j zu erleichtern. 
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Setze ich in die Formel (9), »w = 4, /, (0 — /?. z,(P) — O • • z,«(P) — O 
und nehme ich als Formen y.- y t (i\ = P,, y t (P; = P., y 3 (/) = / a , so ergiebt sich 
durch wirkliche Ausrechnung von (9) eine Formel vom Typus (37) für das X, 
und für X, eine Formel folgender Art: ') 

| ut')(tn(tn ] 

i !ti'}(yt' , )(yt m )Ayt).c l .a h a* r .^4 -(PP'.'öO^O ■ 

(46) (./7')4r)(/r)j. 

+ (yf) (yr> ( y r ) . [yt ) . o, . « /( «;«, . { + ue } (tn ^r } 

+ <7/0 (»/TO t ;//*:. (yt) . c, . u h a a\.{j i ') (/Pi (./•/*) 

\\(j,y; 1. 1', P\ r. (A) ) + <yt ' 1 <yH (yP*) . <//•* > . r 4 . (rP') 07") //') 

- u-7',1 07', (./.-r I . (S 7) . r 3 . a^a/. < yP') (yP", (yP~) 

(pp')(yO(yO| 

- <>0 (.»-r, . (.,7) . r, . a /( «’ « r j + (y(') (PO (yr) [ 

I «nvna/n 

- 07') (.1-0 o r ) . (./7) . r, . <? /# a* . j 4- (PP') (y O (PO • . 

* y l+(yn.«n(fo 

(Hierbei soll natürlich (./• P) als (xP/o gelesen werden.) Diese Formel besitzt 
schon die meisten der im § 13 dargelegten Eigenschaften, und es ist nur noch 
nöthig, ihre Constanten c,,c,, c a , c t aus ihrem Werth bei j- — p und nach ihrer 
Abhängigkeit vom Hilfspunkte h zu bestimmen. 

Wie im vorigen Beispiele, so ist auch hier zu beachten, durch was fiir 
einen Nenner die Form X zu dividiren ist, damit der Quotient Alg. y, p, t‘, t", r ) 
darstellt. Der Quotient muss nämlich von der besonderen Lage des Hilfs- 
punktes h ganz unabhängig sein. Hiernach muss X folgende Bedingung 
erfüllen : 

Vermöge der zu Grunde zu legenden Gleichungen 
** «; - u' t =_ (i soll x (j,y; WW') = - « sein 

l > Siehe (47), S. (78) unten. 

15* 
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für jeden Punkt h, welcher auf irgend einer der acht 
Verbindungslinien: Ft, Ft', . . . xr, yt, . . . yr liegt. 

Ist die Bedingung erfüllt, was die Verbindungslinie xt betrifft, so braucht man, 
wie im vorigen Falle, nicht weiter zu prüfen. — Um der Bedingung Ausdruck 
zu geben, setze ich 

h. — x. + U. (i : 1 , 2 , 3 ) 


in obige Form X (nach (46) und (87) zu bilden) hiuein und verlange, dass 
sich der Coefficieut einer jeden Potenz von l, vermöge der Curvengleichung, 
auf Null reduciren soll. Es sollen daher folgende Relationen statthaben: 


' - 11 . 

2 ) 1 


((<ä)H r- 

4 ) 1 

(('Ä)’H 

tl 3 \« \ 

l'ä* X( \ =°* 

(h - x) 

8) 

- V <‘V - 


Es ist aber sofort klar, dass 1) erfüllt wird, denn die Coordinaten (x) und (h) 
stehen ja sicher in jedem Term des X in irgend einer dreireihigen Determinante 
vereinigt. Dasselbe gilt noch für die Coordinaten (t) und (h), wenn man von 
dem einzelnen Terme: 


• (<jp ,•«') (p^n^in ) . (yt') (yt") (yn (•'■/') (,'C) (xr) . « A «; 

absieht. Derselbe verschwindet aber bei h — t, also ist 8) erfüllt, und es 
bleiben zur Bestimmung der Verhältnisse der c t , c„ c t , c t nur die Bedingungs- 
gleichungen 2), 8), . . . 7) übrig. Diese werde ich nun einzeln ausfiihren. 

Bei Anwendung der Bedingungsgleichung 2) auf die Form X brauche 
ich nur solche Glieder von X in Betracht zu ziehen, bei denen die (*) in 
nicht mehr als einer einzigen dreireihigen Determinante Vorkommen. Das 

sind gerade die Terme mit dem Coefficienten <■,. Trifft nun die Operation 
einen derartigen Factor (z. B. (xt'h)) selbst, so bleibt doch der symbolische 
Factor a h ungeändert bestehen, welcher bei x — h zu Null wird: 
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( a h a x) ~ a x ~ Wird ein ander Mal der Factor (xt'h) nicht selbst getroffen, 

k — x 

dann bewirkt er seinerseits das Nullwerden des Termes: (xt'h) , o. Dem- 

zufolge wird die Gleichung 2) wieder für ganz beliebige Werthe der Constanten 
r,, r t , c 3 . c 4 erfüllt, hat für uns also keine Bedeutung. 

Die Gleichung 8) dagegen: 

= " 

bringt eine Relation zwischen den c, . . . c 4 mit sich. Die Terme des X, , 
welche nicht an und für sich verschwinden, bilden zusammen — nach Aus- 
führung der Polarisation und Substitution — folgende Summe: 

.3 c, — 3 c,)iyt’x) (yt“x< iyrx ) ( ytx ) . .(xft) (Wx) (trx). 

Die Formen X,, X„ X, enthalten je 3 Terme, die vom Factor (xth) nach der 
Polarisirung frei sind, nämlich je zwei mit dem Coefficienten c, und je einen 
mit dem Coefficienten c,. Werden diese Terme an den bezüglichen Stellen der 
Determinante in (37) eingetragen, so lässt sich (87) nach der bekannten 
Rechnungsweise mit überzähligen Determinanten durch vier Operationen in 
die Form zusammenziehen: 

( — 3c, + c 7 ) (<p, it’\ ( <p, \t") (f 3 (/".)) <yt’x) {yt"x)(yt m x\ (ytx ) . . (xtf) (xttf) i xtt"). 

Dies, mit dem nicht verschwindenden Theil des a, zusammenaddirt, soll Null 
liefern. Darum muss 6c,— 4c, — o sein; das heisst 

3 

2 c r 

Durch Anwendung der Bedingungsgleichungen 4) und 5) linde ich weiter: 

r 3 — 4c, — 0, das heisst c, = 4c, = 6c,; 
c 4 — c, — o, das heisst c 4 — 6c,. 

Die übrigen, 6) und 7), ergeben dieselben Relationen und weiter nichts. Es 
sind daher alle Bedingungen mit sich verträglich, und es bleibt nur noch 
übrig, den Werth des c, zu bestimmen. 
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Zur Feststellung des Werthes von <■, soll a- = t gesetzt werden. Dann 

wird X den Werth annehmen: 

: • ' * 

(ÖC.+ 4 c, + c„+ Cj . (cp, (i t'),cp , (n,tp, (D) . (yt'iiyn (yn (yt ; . vn . « Ä «;. 

Um aber das Unendlichwerden von Z r ( y .(cp, (V), cp,{t"), </\,(0) an dieser Stelle 
zu compensiren, müssen wir setzen: 

6c 1 +4c,+ c 3 +f 4 - 24c, = I; 

daher kommt schliesslich: 

_ 1 ^,1 1 1 

(47) — 24’ C ’ 16 5 f * ~ 4 5 4 ■ 

Nachträglich sei bemerkt, dass die Verhältnisse, dieser* vier Constanten mit 
den aus der Formel (9) berechneten genau iibereinstimmen, und dass sich 
daraus der Werth des dort unbestimmt gelassenen r' bei der ebenen C t (p — 3) 
als r' = ^ ergiebt. 

Trägt man die Werthe der Constanten (47) in die Formel für X # 
(46) ein, und letztere wieder in (37), so ist die Form X(x,y,t,t',r,t m -,h) auf 
der elementaren (\ der Ebene völlig gegeben. 


§16. Die Form X auf der ebenen C m ohne singulären Punkt. 
Bestimmung der Constanten derselben. 


Aus den Beispielen der C a und C, ist es schon ziemlich klar geworden, 
auf welche Form sich im Allgemeinen die Determinante in (9) reduciren 
lassen muss. Dies werde ich so auszudrücken suchen, dass ich, in Anlehnung 
an die typische Form (37), die Form A' # im Allgemeinen folgendemiaassen 
entwickele: 


(48) 


\, 


) c, . A, (./) -\-c a .A a (./•) 4- . . . +c m _ v A m _Jx)\ A ^ 
\ - c,.A,(y)-c,.A,{y)- ... —c m _^.A )n X (y) \ m m 


Es sind dann die Formen A„ A,, . . . A m anzugeben und die Constanten c„ . . . c m 
zu bestimmen. Am einfachsten lässt sich A (.>■) anschreiben. Es ist: 

w K 


(49 a) 


A l.r) 

Hl 


Jb (x t^h ) . Jb ( ifp’h . a. a ni \ 
1 1 n r 
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Ferner ist A m _ l (x) ein einfaches symbolisches Product: 


(49 b) 


A , (.n = lli {yt“ ’h) . 77. (j- r h ) . a, a a‘ 

7/1 — 1 K%/ J s 7 ll X t 


Aus (.<■) wird natürlich A m _ l (g\ durch einfache Vertauschung von (*) 

und (y) abgeleitet. 

Um nun die etwas complicirtere Form A m _ 2 {x) aus A (x) ab- 
zuleiten, ersetze ich erstens im Factor a k a e a t m ~ 2 ein Symbol « durch a \ 
zweitens ersetze ich aber in ib ut ,l ' l h) auf alle möglichen Weisen eine 

l 

Determinante ixt^h) durch kurz, ich bilde mir die Polare: 


)m*<% 

1 (xt'h) 1 V d ' r! 1 


und setze diese Polare an Stelle des tbxt (x 'h), die eben genannte 
an Stelle des u,a a" l ~ 2 ein. So gewinne ich: 

h x t ° 






Dies liefert eine Gruppe von p Termen. Auf ähnliche Weise bilde ich nun: 




eine Gruppe von - Termen. Diese Ableitungsweise wird fortgesetzt: 


A ./) - lb(yt yt ^h ) r 
m — r J ^ ^ J h t 


1 ii‘(>r'h), 

• r - \ V J / | 


und endlich: 


(49 m) 


I) • / 2 Hl n 

. 4 , 1 /) . - n>(yt'%.a l a m ~ l \t “ ) lb<rt y %, 

0 « ' e./v j 
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eine Stimme von 

p.p — l . . . p — w-f-3 p 

T.2~7. n—2~ ~~ n^2 

Termen. 

Zur Bestimmung der Verhältnisse der Constanteu c t ,c t , ... c reicht 
hier wieder die Bedingung aus, dass die Gleichung 

Ä(Ä) = o 


als Curvengleichung (2^+2) ,er Ordnung in laufenden Coordinaten (h) aufgefasst, 
durch sämmtliche Punkte (h) = u -f- ). t) der Verbindungslinie: (xth) — o der 
beiden Curvenpunkte .?•, t, (a’” = o), befriedigt sein soll. Wie im vorigen 

Paragraphen, drückt sich diese Bedingung durch die Forderung aus, dass 


(('/J 

(A e* x) 

sein soll, vermöge a™ = a™ = o, für jeden Werth: r — o. 1 , 2, . . . 2p-\- 2. 

In der Ausführung der somit gegebenen 2p + 3 Bedingungsgleichungen 
braucht man, wie vorher, nur solche Terme des X (h) in Betracht zu ziehen, 
welche keinen Factor (xth) explicite enthalten. Da nun jeder Term des X 
die Coordinaten (x) in mindestens (p — m -f 2) Determinanten mit Coordinaten ( h ) 
vereint aufweist, so werden alle Gleichungen: 


“ 0 


identisch erfüllt, für r — 0, 1, . . . (p — m + 1). — Bei >■ — p— w + 2 ziehe ich 
den Term c l .A,(x) von X; und die entsprechenden Terme von X;, X', etc. 
allein in Betracht. Trifft bei ihnen der Polarisirungsprocess einmal (wie 
dies die Zahl der Factoren gestattet) alle Determinantenfactoren , welche x 

. a m ~ M ästi a m ==-- 0 sein; 

h x ] x 7 

J h - x 


enthalten, so wird doch der andere Factor (a 


also wird auch diese Bedingungsgleichung (r p — m + 2) jedenfalls be- 
friedigt, was auch die Grössen c t , c„ . . . c m sein mögen. — Die obige 
Gleichung liefert dagegen bei höheren Werthen des »• wirkliche Relationen 
zwischen den Constanten c m . Berechnen wir die bei r = p — m 4 - 3 

entstehende Relation. An nicht verschwindenden Termen ergiebt X; nach 


ausgeführter Operation 


V 2 h/ x) 


Folgendes: 
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(— t " 




Aus den folgenden Gliedern vou v„ V; u. s. w., nämlich: 

c,.A", . . . e t .A[ p \ 
c t .A'„ r,.A;,...r,.A[ p) ,... 

kommen aber erhebliche Beiträge dazu. Um dieselben kurz abzuschätzen, 
zähle ich ab, wie viele Terme es z. B. im A\ giebt, welche keinen Factor 

Uth) enthalten. Die Zahl derselben ist einfach die Combinationszahl {j n _ 3 } 

In den p Aggregaten: r, A\, c x A % . . . c t Ä, p) giebt es daher p . (“^ 3 ) solcher 
Terme. Setze ich dieselben gehöriger Weise in die Determinante (37) ein, so 
lassen sie sich zu (Jyclen von je (p — m + 3 ) durch den folgenden, in die 
erste Colonne, und die erste Reihe einzutragenden Term 


V —2 


j«i 


m — 1 




C — 1) a \ IliifF'fl 

<1 ‘ T 1 


ersetzen. Alles in Allem kommt also endlich an besagter Stelle der Deter- 
minante (37) dieses Product mit dem numerischen Factor: 


( 0. \ 

p — — sj \ni — 3/ 

multiplicirt zu stehen, während die erste Horizontalreihe von (37) sonst nur 
Nullen aufweist. Auf ähnliche Weise ziehen sich die mit c multiplicirten 
Terme zusammen, so dass sich die Bedingungsgleichung (>•=;>— m 3 ) 
schliesslich auf Folgendes reducirt: 


oder 


das heisst 
>501) 





c 



p—m + A 
in— 2 ' 1 ' 


Die übrigen Bedingungsgleichungen ergeben wiederholt dasselbe, und die fol- 
genden weiteren Relationen: 

Nova Acta LVII. Nr. 2. 16 
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p — »j-j-5 ^ p -m-\-A.p — m-f-5 
m — 3 C * »« — 2 . m — 3 C " 

p — »w-i-6 p — )»4"4.p — »i4-5.p + m + 6 

m — 4 s ~~ »» — 2 .nt — 3.tn— 4 


(50k) 


■'501) 


P+l P — w + 4.p — »t-f-5. . . . p.p+ I 

( 'm — l 1 C m—2 /« — 2.w — 3. ... 2.1 



Es sind somit die Verhältnisse der c,, c ,, . . . <; m festgestellt. Zur Be- 
stimmung des absoluten Werthes des e, lasse ich nun den Punkt x derGrund- 
curve mit dem Punkte t zusammenfallen. Dann soll die Form X gleich: 

. Ili(yt (%) h ) . n> . o, a' 1 ~ 1 

. * o 1 '* ‘ 

1} = i, 

werden. Wenn ich aber, in dem durch (37), (48), (49), (50) gegebenen Aus- 
druck für X, x = t setze und die Terme in einheitlicher Weise zusammenziehe, 
so ist das ErgebnisS: 

L . 1 g> {t [k) y . ll<(tt (i) h).a 

; 1 0 l '* 1 


wo L folgende numerische Grösse bedeutet: 



Da nun nach Obigem L _ 

sein muss, so ergeben sich folgende absolute Werthe der Constanten: 

1 1 I 



i 


OT — 1 


c 


m 


1 

m 
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Diese Resultate stimmen mit den in (47) für den Fall (#» = 4, p = 3) 
erhaltenen Werthen überein, denn in dem Falle hat man: 

t 1 1 1 _ i 

r ' “ 4.6 24 ’ "■ 4.4 ~ 16 5 r * “ f * — 4 ’ 

wie es sein muss. Wir sind nunmehr zu folgendem Resultate gelangt: 

Auf der elementaren ebenen Curve m ,w Ordnung stellen 
unsere Formeln (48), (49), (51), (37) die Form X in 
typischem Ausdruck dar, und durch diese Formeln ist 
dieselbe völlig gegeben. 

$ 17. Wirkliche Aufstellung der Form X auf einer elementaren Curve 

im dreidimensionalen Raume. 

Wegen der keineswegs complicirten systematischen Anordnung der 
Gesammtheit der Terme in der Form X des vorigen Paragraphen und wegen 
der einfachen Gestalt der Formeln (51) für die numerischen Constanten 
wird man die Behauptung für sehr plausibel erachten, dass sich aus den 
Formeln (37), (48), (49), (51) ein Algorithmus entdecken lässt, welcher die 
sofortige Aufstellung der Form X auf vorgelegter elementarer Curve des 
Raumes von 3, 4, . . . von beliebig vielen Dimensionen ermöglicht. Ich werde, 
um diese Vermuthung zu bestätigen, schrittweise gehen. Zunächst nämlich 
werde ich die Constanten nur für den dreifach ausgedehnten Raum bestimmen, 
wobei ich die beiden Schemata (37) und (48) als Ausgangspunkt nehme. Man 
wird sehen, dass diese Schemata dabei in der That äusserst weniger Ver- 
änderungen und Verallgemeinerungen bedürfen, und der Uebergang vom It t 
(der Ebene) auf den R n zeigt dann allgemein, wie man fortgesetzt zu Räumen * 
von mehr und mehr Dimensionen aufsteigen kann. 

Unsere Grundcurve sei hier wieder durch die beiden Gleichungen 

detinirt: 

m i <i w 1 n ' 

a 1 - . 0 , a 0 . 

.r .r 

Es sei ferner daran erinnert, dass p durch die Formel: 

p _ 4' + J 

2 

bekannt ist, und dass der Grad von X o in den Coordinaten des Punktes (t) 
gleich (»I, -fw, — 2) ist. Die Hilfscoordinaten (m,^) ersetze ich durch zwei- 
reihige Unterdeterminanten aus den Coordinaten zweier beliebigen Hilfe- 

16 * 
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punkte I, h und schreibe in der Regel: X{lh) , weil bei der Fixirung der 
Constanten hauptsächlich die Abhängigkeit des x von den (l.h^ in Betracht 
kommt. 

Der Analogie der Formel (48) folgend, werde ich mir A' # ' folgender- 
maassen zerlegt denken: 


<. 52 ) 


x ;,= 


(O) (0) JO) 

Ä \ W+^2 ( '' - J + ••• +' 4 «. 1 + »< ! -2 u) 
^ (0) 

-A. (//) — A 41 i //) — ... — A , (l j/) 

1 \jj 2 J wij-fiWj — 2 J 


—}— C .A (JT) 9 

//t , -f ///., — 1 + wi 2 — 1 


wo das c m _j eine Constante, die „ 4 . 0 :) noch anzugebende Formen 
bedeuten. Letztere wollen wir in umgekehrter Reihenfolge jetzt detiniren: 




53 <■*■> =- Y ‘ ■ '[• * «r 

WO <^°) _ < yt^lh); ~ («j«/,— «,,«,) • 

f (1) //t.— 2 m., — 1 

f* , . a a * . a - 

J Wj-fw, — 2 x £ £ 




Ni. — 1 i/t ., — 1 
1 /# * // 










. 1,2) ?/*, — 1 //t. — 2 . 

+ f , .ff 

' //ij-fi/ta 2 t X t 

( fl) o ///.— 3 m ., — 1 

tr , o . a* a, 1 . ff - 

//tj-fz/tj — 3 x t t 

• (2) m 

+ r , q . a a . 

1 ///, + ///., — 3 x t 


. 77m x#). 

1 


2 ///.,— 2 
.ff ff. * 

x* t 


+ ( 3) #/# , — i ., n 

C , . fr 1 .fr er 

nt l -f /// 2 — 3 £ x’ t 


///, — 1 ., //<., — 3 


(0) 


(5 3 r ) -^« 1 , + iHj — r 


k > — 7/'(yr V («,«.) 
0 " 


(1) r — 1 7/t. — r ///., — 1 

r , .a « * .fr - 

//<, + ///., — r x t t 


, (r) 7/t. — 1 r — 1 //i, — r 

+ C w , .(/ . 1 .ff fr * 

1 /// -f ///., — r / x f 




•&rv°> 


Hierbei sollen natürlich Terme mit einem Factor «'"* r u. s. w. immer fort- 
fallen, sobald «<, — >•<» ist. Endlich sei detinirt: 


(53 IV) 


— lliiyf' ’).(«,« 
o 


7/1 1 

. ia 

/t x 


-1 ///.,— 1 




<+>“-* P 

JI‘Ut K ). 
1 


Ich will nun zeigen, dass die hier noch unbekannten Constanten c 
sich in der That in zweckentsprechender Weise detiniren lassen. Die Be- 
stimmung derselben erfolgt durch Inbetrachtnahme der beiden Bedingungen, 
welche den im besonderen Falle »/, m,— 2 (S. (70)) schon formulirten ent- 
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sprechen. Die besagten Bedingungen dürften ohne Erklärung aus dem Vorher- 
gegangenen verständlich sein. Es sind folgende: 

1) Die Gleichung: -V — o, als eine Relation zwischen 
laufenden Coordinaten einer Raumgeraden (i.h ) aufgefasst, 
soll durch sämmtliche Geraden des Complexes: {xtlh) o, 
(also auch durch sämmtliche Elemente des zerfallenden 
Liniencomplexes: 

//• xt ^lli)(y^ l lh) = - o) 

o 

befriedigt sein, unter der Voraussetzung, dass alle die 
Punkte x, y\ t, t\ . . . t' p ' auf der Grundcurve liegen. 

2) Bei .*• = t 8 ol 1 .v den Werth annehmen: 



Für die Erfüllung jeder anderen Bedingung ist schon vermöge der formalen 
Beschaffenheit der Form x gesorgt worden. Es ist ja nach (52): 


und nach (87): 


XU,#) — —X(g,x), 


X (x,y; t, . . . t {i \ . . t {k) . . . t (p) ; ( Ih ')) ~ -X(x,y;t, . . . t (k) . . . t {i \ . . t {1>) ; (lli)) 


und so weiter. 

Die Bedingung 1) verlangt, geometrisch ausgedriickt, dass X = o wird, 
vermöge der Gleichungen der Grundcurve, so oft der Punkt l auf die 
Verbindungsgerade der Punkte x, t rückt. Zu diesem Zwecke ist es nun 
nothwendig nnd hinreichend (mau setze 1 i — x; -f- ). <,), dass bei will- 
kürlich gewählten (h) die (2 p + 3) Formen: 


xm. 




21 


■ ? + 1 

X{lh), ^ X(lh ), 


x (th) 


für l x entweder identisch, oder vermöge der Gleichungen der 
Gurve zu Null werden. 

Sehe ich jetzt die Formen A t , A t , . . . A ul +m _ x (S. (84)) näher an, 
so bemerke ich, dass von den eben hingeschriebeneu Formen die erste, 
zweite etc. bis einschliesslich der Form: 
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/ a\P— ”'i— «*ä + 3 

Vdl ) X i lh \, :r) 

bei beliebigen Constanten c im Punkte x — I zu Null werden. Die 
übrigen aber liefern Relationen zwischen den Grössen c, und zwar jedes 
Mal zwischen zwei solchen c, deren obere Indices entweder gleich oder von 
einander um Eins verschieden sind , deren untere Indices aber jedes Mal um 
Eins verschieden sind. Nun sind alle diese Relationen unter sich verträglich, 
indem ja zwischen irgend zwei der GrÜsseu c nur die nämliche Relation 
immer wiederholt herauskommt. Die Gesanmitheit dieser Relationen lässt sich 
folgendermaassen ausdrücken : 

a. Sämmtliche Coefficienten c' mit gemeinsamem unteren 
Index sind einander gleich. Das heisst: 


(54) 


(1) (2 1 ! III. I Ml* — 1 

'/• = c l ■ = c.; 


k ~ "k 

(w’ohlverstanden , soweit es denselben entsprechende Terme giebt; siehe 
S. (84)). 

b. Die Verhältnisse der <•., welche sich am einfachsten als 

1 

Verhältnisse der einzelnen c. gegen c m ausdrücken 

lassen, sind folgende: 

1 

.c 


i X+wi*- 1 


1 

i ,,+ — i 


Hl , 4- — 1 ’ 


(\, Pi 


/ ~y>+t \ 

\m t + )«., — 4 J 


(55) 


. V 


»i, 4- w* — 1 ’ 


c - — - 

r 


(»«, 


p-\-\ 

+ »h — r — 2 


.c 


hi , + wij — 1 * 


C nt t -f mi 2 — 2 ~ ( hi x -} hi., — 1 


Wenn ich nun, der zweiten Bedingung gehorchend, x — t setzen will, 
um so den absoluten Werth des <• , zu erfahren, so kommt es zunächst 

IM, + — 1 7 

darauf an, zu wissen, wie viele Terme es in der Form X' giebt, welche den 
Factor (xtlh) nicht enthalten. Die gesuchte Zahl ergiebt sich sofort als die 
Zahl der möglichen Producte 

i m , — » — 1 k ui — k — 1 / ( == B • • • m i 1 \ 

x t x 1 \k — 0 , 1 , . . . )«,- 1 / 

Die gesuchte Zahl ist demnach gerade »i, . m t . 
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I>asse ich jetzt den Punkt x mit t zusammenfallen, so lässt sich, wie 
vorher, die Determinante (87), als überzählige Determinante auf der 
Grundeurve, in einfachere Gestalt setzen, wobei alle Elemente der ersten 
Horizontalreihe ausser dem ersten verschwinden. Die 'Ferme mit dem 
(’oefficienten r' 1 , deren Zahl 

p ( ) 

— r — 3/ 


ist, ordnen sich aus den Elementen A’, .v t , . . . X' in Cyclen zu je 
( p — m l — »i, 4 - >■+ 2 ) zusammen. Eine identische Umformung eines jeden 
( ’vclus zieht dann die betreffenden Terme von den anderen X'. ab und 

* t 

vermehrt den entsprechenden Coefßcienten in v; um eine Einheit. In der 
Form y; giebt es aber schon 


( _ P ) 

'Ferme mit dem Coeflicienten : c ( '\ Alle die so abgezählten 'Ferme werden 
bei x - - t einander gleich , lassen sich also zusammenaddiren und ergeben 
einen Gesammt-Term, dessen Coeflicient 

C^U P \ _L . P . ( P - 1 \\ 

r U»m,4 -m t —r—2) p—m,— »i,+ r+2 (»»,+/»,— r— 3/J 

= C i- 0 - { ( . -h 2 ) + (m.+m,-,— 3 )} 

. _ (0 ( [P+l . 

r — r — 2 



ist. Vergleiche ich dieses Resultat mit dem auf Seite (86) gefundenen 
Verhältnisse + m —1 , und berücksichtige auch die auf voriger Seite 

gefundene Zahl so finde ich endlich als Werth der versuchsweise 

uufgestellten Form ä bei x — t: 


jk\ 


»», • »*, • +m _! • | . fli {xf’lh) . (a t a h ) . a‘ 


/')i 




i.k =-: 1,2, .../» 


IM. — 1 IM, — 1 
* a t ’ 


Hieraus folgt, nach der Bedingung 2), S. (85), der absolute Werth: 

l 

c t — . 

— i ftij.m. 
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Trage ich diesen Werth für <■ , in die Resultate (54) ein, so erhalte ich: 

® Wlj+f/lo 1 X ' 7 

1 


(56) 


c, 


( P~\~ 1 

»i , . m . j 


„(O- 




M 




/ 1 * 4" i \ 


//< J + «w s — 




‘in, + m,—2 C m l + m.— 1 »«,.»(„• 


Hiermit sind aber die sämmtlichen in Formel (52) bez. (531 . . . IV) un- 
bekannten Grössen festgelegt. Daher habe ich in den Formeln (37), (52), 
(531 ... IV), (54) und (56) alle Hültsmittel in der Hand, um die Form .v 
auf der elementaren Curve im dreifach ausgedehnten Raume explicite hinzu- 
schreiben. 

Hiermit ist das im § 13 in Aussicht gestellte Ziel erreicht. Dass 
man auf ganz dieselbe Weise die Form \ für die von uns als elementar 
bezeichneten Curven in höheren Räumen construiren kann, braucht wohl nicht 
ausdrücklich betont zu werden. Welches die Constanten dabei sein müssten, 
ersieht man sofort aus einem Vergleich der Formeln (51) mit den im höheren, 
dreidimensionalen Raume geltenden Formeln (56). Die naturgemässe Aus- 
dehnung dieser Formeln erweist sich bei sorgfältiger Prüfung als die richtige. 
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als Tutor der Mathematik angestellt. Um Michaelis 1887 
bezog ich sodann die Universität in Göttingen, woselbst ich 
während der fünf Semester bis Ostern 1890 die Vorlesungen der 
Herren Baumann, Klein, G. E. Müller, Schönflies und 
Schwarz besuchte und an den von den Herren Professoren 
Klein und G. E. Müller geleiteten Seminarübungen Theil nahm. 
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